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1 Terme

1.1 Rechengesetze und Binomische Formeln

Terme umformen und berechnen zu kénnen ist das kleine Einmaleins der Mathematik. Dabei
muss man beachten, in welcher Reihenfolge die Rechenoperationen abzuarbeiten sind. Dies
regelt die sogenannte Zahlenverkehrsordnung:

Zahlenverkehrsordnung:
— Bei gleichrangigen Operationen von links nach rechts vorgehen
— Potenzrechnung geht vor Punktrechnung geht vor Strichrechnung

— Potenzen im Exponenten zuerst; Beispiel: 23" = 2(3%)

Der Term
254+ 7T+ 8(x —12)z + T (x + 8)°

wird demnach wie folgt berechnet:

4 _ 2 3
2- 5" +7+8(x—12)x+ 7 (z+8)

L N 1. N

2. 2. 2.
3.

Des Weiteren gelten die folgenden Gesetze:

Kommutativgesetz:
Die Operanden einer Rechenoperation diirfen vertauscht werden. Dies ist fiir die Addition
und Multiplikation erfiillt:

at+b = b+ta
a-b = b-a

Bei Subtraktion und Division hingegen ergibt sich:
a—b # b—a
a:b # b:a
Schreibt man aber die Differenz als Summe und den Quotienten als Produkt, so gilt:
a+(=b) = (=b)+a
1

a - = a

1

b b

Assoziativgesetz (,, Klammerschiebegesetz*):

Sind mehrere Operanden mittels der gleichen Operation verkniipft, so ist es unerheblich,
welche zwei Operanden zuerst zusammengefasst werden. Dies ist wieder fiir Addition und
Multiplikation erfiillt:

a+(b+c) = (a+b)+c
a-(b-c) = (a-b)-c



Wichtig bei Potenzen ist:
o) % (a)

Distributivgesetz:

Werden zwei Operanden mit einer Operation verkniipft und das Ergebnis mittels einer ande-
ren Operation mit einem dritten Operanden, so regelt das Distributivgesetz die Umformung
des Gesamtterms. Fiir einfache Berechnungen heifit das:

alb+c)=a-b+a-c

Das Distributivgesetz beschreibt also, wie man Klammern ausmultipliziert.
Als eine Anwendung sollen nun zwei Summen miteinander multipliziert werden:

3+ a)(z +4)

Dies geschieht nach folgender Vorschrift:
wJedes Glied der ersten Klammer mit jedem Glied der zweiten Klammer multiplizieren.
Also ergibt sich bei dem genannten Beispiel:

B+a) - (x4+4)=3x+12+ax + 4a

Liest man das Distributivgesetz von rechts nach links, erkennt man das Vorgehen beim Aus-
klammern:
Zuerst identifiziert man Faktoren, die in allen Summanden auftreten. Diese schreibt man vor
die neu erzeugte Klammer. Anschliefend dividiert man die urspriinglichen Summanden durch
den Vorfaktor der Klammer und erhélt so die neuen Summanden innerhalb der Klammer.
Beispiel:

3zy + 42 + =23y + 4z + 1)

Des Weiteren sind die drei binomischen Formeln niitzlich und wichtig:

Die binomischen Formeln
1. (a+b)? = a®>+2ab+1?

2. (a—b)? = a®—2ab+1?
3. (a+bla—b) = a*-b*

Ob es sich bei einer Summe um die ausmultiplizierte Darstellung einer binomischen Formel
handelt, liasst sich gut durch Analyse der Termstruktur feststellen:

— Die erste und die zweite binomische Formel bestehen aus 3 Summanden, die dritte
binomische Formel besteht aus 2 Summanden.

— Bei der ersten und der zweiten binomischen Formel treten jeweils zwei quadratische
Terme auf.

— Der Unterschied zwischen erster und zweiter binomischer Formel besteht lediglich im
Vorzeichen des Terms 2ab.

— Die dritte binomische Formel liegt immer bei Termen der Art ,,Quadratzahl minus
Quadratzahl“ vor.



1.2 Bruchrechnung, Bruchterme

Bruchrechnung und der Umgang mit Bruchtermen gehoren zu den grundlegenden Kernkom-
petenzen in der Mathematik. An dieser Tatsache hat auch die Erfindung des Taschenrechners
und der Computer-Algebra-Systeme nichts geéindert. Die Situation ist vollig analog zu der
Erfindung des Autos: Die Existenz und Verfiigharkeit von Autos hat nichts daran gedndert,
dass sich der Mensch bewegen sollte und Gehen zu den gesiindesten Sportarten gehort; wiirde
man dies missachten, bekdme man bald gesundheitliche Probleme - eine medizinische Bin-
senweisheit.

Daher werden wir uns nun damit befassen, wie man elementare Rechenoperationen mit
Briichen ausfiihrt.

Erweitern von Briichen
Man erweitert einen Bruch, indem man Z&hler und Nenner mit der gleichen Zahl oder dem
gleichen Term multipliziert. Dabei bleibt der Wert des Bruches unveréndert. So gilt

T_T5 %
9 9.5 45
und allgemein
a_ac
b b-c

Kiirzen eines Bruches
Beim Kiirzen eines Bruches werden Zahler und Nenner durch dieselbe Zahl oder denselben
Term dividiert. Somit kann man schreiben

15 15:3 5
9

27 27:3

und allgemein
a a:c

b b:c
Kiirzen ist die entscheidende Operation zur Vereinfachung von Briichen.

Addition und Subtraktion

Zu 16sen ist
1 1
373
Das Ergebnis ist keineswegs % , denn es gilt % < %, aber % + % > %
Zur Bestimmung der Summe muss man statt dessen, anschaulich gesagt, die beiden Portionen
% und % (denken Sie an eine Pizza) so in kleinere Portionen aufteilen, dass sich sowohl % als
auch % als ein Vielfaches dieser Portionen darstellen ldsst.
Da 2 und 3 teilerfremd sind, braucht man lediglich % in 3 Stiicke und % in 2 Stiicke aufzuteilen.
Somit gilt:
1 1 3 2 3 2 5
573723732 66 6
Mathematisch gesprochen bildet man den Hauptnenner der beiden zu addierenden Briiche.
Wenn die Nenner der beiden Briiche nicht teilerfremd sind, findet man den Hauptnenner
durch Bilden des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, kurz kgV genannt. Die beiden Briiche
werden dann so erweitert, dass im Nenner das kgV aller auftretenden Nenner entsteht, also

der Hauptnenner.



Analoges ergibt sich fiir die Subtraktion.
Also gilt allgemein fiir teilerfremde Nenner:

a c ad bc ad=+tbc
e B
b d bd bd bd
Multiplikation
Zu berechnen ist
2 4
3 5
Man kann sich vorstellen: Zuerst wird der dritte Teil von % berechnet mittels
1 4 4
3 5 15

Anschlielend werden zwei Portionen dieser neuen Stiickgréfle genommen:

Die Regel lautet also:
,, Briiche multipliziert man, das weify der Kenner, Zihler mal Z&hler und Nenner mal Nenner.“

Somit gilt allgemein:

Division
Gesucht ist

INIHINIE

Hier gilt die Regel:
»Man teilt durch einen Bruch, indem man mit dem Kehrwert dieses Bruches malnimmt.*

Daraus folgt

3 14 2

Z=-. o=

2 23 3
und somit allgemein:

7 a d ad

g_b c  be



Anschlieflend fassen wir die Rechenregeln fiir Briiche noch einmal zusammen:

Rechenregeln fiir Briiche

Es seien a, b, c,d € IR.
Fiir b, ¢ # 0 gilt:

a a-c .

7 = 7% (Erweitern)
a a:c .

E = ﬂ (Kurzen)

Fiir b,d # 0 und b, d teilerfremd gilt:

a ¢ _ ad b adtbe
b d bd ~ bd bd
a ¢ ac
v'd " b

7 a d_ad

c T bc e

Wenn b, d nicht teilerfremd sind, muss bei der Addition und Subtraktion der Hauptnenner
auf andere Weise gebildet werden, da dann bd ein , grofles gemeinsames Vielfaches“ ist und
nicht das kgV, der Hauptnenner.




Bilden des kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV)

Das keinste gemeinsame Vielfache wird an vielen Stellen bendtigt, zum Beispiel beim Be-
stimmen des Hauptnenners oder beim Erzeugen geeigneter Koeffizienten zur Losung linearer
Gleichungssysteme. Daher widmen wir diesem Thema einen gesonderten Abschnitt.

Das keinste gemeinsame Vielfache (kgV) mehrerer Einzelterme ist der einfachste oder auch
kleinste Term, der alle Einzelterme als Faktoren enthélt.
Man ermittelt das kgV in drei Schritten:

1. Man faktorisiert die Einzelterme so weit wie moglich und nétig.

2. Man identifiziert diejenigen Faktoren, die in allen Einzeltermen gleichzeitig auftreten,
und {ibernimmt sie in das kgV.

3. Man iibertrégt alle weiteren Faktoren in das kgV und priift dabei, ob einzelne Faktoren
bei einigen Einzeltermen gleichzeitig auftreten, damit keine Doppelungen auftreten.

Wir illustrieren das Vorgehen an einigen Beispielen.

Einzelterme 3 5 7

Faktorisierung 3 5 7

gemeinsame Faktoren -

kgV 3-5-7=105

Einzelterme 9 15 6

Faktorisierung 3:313-5(3-2

gemeinsame Faktoren 3

kgV 3:-3-5-2=90

Einzelterme x? 3y 22y’
Faktorisierung 2?2 | 22 ay | 2% y? 2
gemeinsame Faktoren x?

kgV 2?2 xy’z = 23y°z
Einzelterme 2?4 2zy+y? o +y | 22 +ay
Faktorisierung (x +1y)? x4y | zlx+y)
gemeinsame Faktoren r+y

kgV (z+y) z(z+y)=z(x+y)?




1.3 Modellierung mit Termen

In der Mathematik geht es nicht nur darum, schweigend in der Eremitei vorgegebene Aus-
driicke zusammenzufassen und auszurechnen. Statt dessen ist es sehr wichtig, Terme zu ana-
lysieren und ihre Bedeutung in Worten wiederzugeben.

Die Mathematik stellt ein wichtiges Werkzeug zum Beschreiben und Modellieren von Objek-
ten oder Vorgéingen dar. Daher spielt sie eine bedeutende Rolle in sehr vielen Fachdisziplinen,
so z.B. in Physik, Chemie, Informatik, Maschinenbau, Elektrotechnik, Wirtschaft, Tourismus-
management, Medizin, um nur einige zu nennen. Daher muss man genau verstehen, was ein
gegebener Term aussagt und was er bewirkt.

FEine ebenso wichtige Rolle spielt das Verbalisieren von Termen. Nur wenn man die mathe-
matischen Zusammenhénge klar und eindeutig in Worte fassen kann, ist es moglich, sich mit
anderen Menschen zu versténdigen und auszutauschen. Die Fachdiskussion bildet eine uner-
setzbare Grundlage jeder Arbeit, und ohne sie ist Weiterentwicklung nicht denkbar.

Daher werden wir uns nun mit einigen Grundlagen zu Typen von Termen, Verbalisieren von
Termen sowie Modellieren mit Hilfe von Termen befassen.

i) Typen von Termen

Abhéngig von den durchgefiihrten Rechenoperationen erfolgt eine Charakterisierung des je-
weiligen Terms.

Werden zwei Terme addiert, handelt es sich um eine Summe.

Werden zwei Terme subtrahiert, handelt es sich um eine Differenz.

Werden zwei Terme multipliziert, handelt es sich um ein Produkt.

Werden zwei Terme dividiert, handelt es sich um einen Quotienten.

Werden zwei Terme potenziert, handelt es sich um eine Potenz.

Solange nur eine Art von Rechenoperation auftritt, ist die Situation einfach. Wie sieht es aber
aus, wenn mehrere verschiedene Operationen innerhalb eines Terms auftreten? In diesem Fall
ergibt sich die Bezeichnung daraus, welche Operation zuletzt ausgefithrt wird. Um diese Ope-
ration zu identifizieren, ist nicht die Position innerhalb eines lingeren Terms entscheidend,
sondern die Rangfolge der verschiedenen Rechenoperationen.

Typen von Termen

Wird zuletzt addiert, handelt es sich um eine Summe.

Wird zuletzt subtrahiert, handelt es sich um eine Differenz.
Wird zuletzt multipliziert, handelt es sich um ein Produkt.

Wird zuletzt dividiert, handelt es sich um einen Quotienten.
Wird zuletzt potenziert, handelt es sich um eine Potenz.

Beispiele:
Der Term (3 — x)(y — 4) ist ein Produkt.
Bei 4zy? — 92 : 3 handelt es sich um eine Differenz.



Um welche Art Term es sich handelt, kann man auch gut an den aus der Schule bekannten
Rechenbdumen ablesen. Der Rechenbaum des Terms (3 —z)(y —4) beispielsweise hat folgende
Gestalt:

Diejenige Operation, die an oberster Stelle steht, gibt die Art des Terms an. Da in diesem
Fall dort ein Multiplikationszeichen steht, handelt es sich um ein Produkt.

In der Informatik werden Thnen Grafen wie der oben dargestellte Rechenbaum héufiger be-
gegnen. Dort bezeichnet man sie als Syntaxbaum.

ii) Verbalisieren von Termen

Wir wollen nun gegebene Terme in Worten wiedergeben, d.h. verbalisieren.

z + 3 bedeutet: eine um 3 vermehrte Zahl

7 bedeutet: ein Viertel einer Zahl

y? + 2y bedeutet: die Summe aus dem Quadrat einer Zahl und dem Doppelten der Zahl

(z +2)? + £ bedeutet: die Summe aus dem Quadrat der um 2 vermehrten Zahl und dem
Fiinftel der Zahl

% bedeutet: der Quotient aus dem Vierfachen der Zahl und der um 1 vergréflerten Zahl
3y - (y — 2) bedeutet: das Produkt aus der Hilfte der Zahl und der um 2 verminderten Zahl

In einem zweiten Schritt werden wir nun den umgekehrten Weg gehen und aus der verbalen
Beschreibung den Term konstruieren.

Welcher Term wird durch die folgenden Worte wiedergegeben?

Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl und der um 5 verminderten Zahl

Zur Hilfe werden wir den Satz strukturieren:

Die Summe aus dem Dreifachen einer Zahl undder um 5verminderten Zahl
S

Typ desTerms Term 1 Term?2

Was wird getan? Terme werden summiert. Wer wird summiert? Die Terme 1 und 2 werden
summiert. Somit ergibt sich:
3x + (x —5)

Term1Typ desTerms Term 2

10



1.4 Dezimalzahlen, Rechnungen mit der Zahl Null, Bruchteile
1.4.1 Dezimalzahlen

Umwandlung von Briichen in Dezimalbriiche

Es gibt Dezimalbriiche und Briiche. Hier stellt sich die Frage: Ist es egal, ob man eine Zahl auf
die eine oder auf die andere Art darstellt? Um dies zu beantworten, betrachten wir folgendes
Beispiel:

1

Diese Gleichung ist sicher richtig.
In anderen Féllen jedoch ist Vorsicht geboten, besonders bei Einsatz eines CAS (Computeralgebra-
Systems). Zum Beweis betrachten wir die nachstehende Gleichung;:

% = 0.333333333

Ist diese Gleichung richtig? Nein, sie ist falsch. Richtig wiére:

~ 0.333333333

Wl =

Die exakte Darstellung von % lautet namlich:

ol —
Il
o
wl

Der (Taschen-)Rechner gibt den Bruch % als
0.333333333

wieder, aber dies ist nur eine gerundete Zahl und daher eine Folge der endlichen Rechenge-
nauigkeit des Rechners. Identisch, also exakt gleich, sind % und 0.333333333 nicht, denn es
gilt
0.333333333 = 0.33333333300000 # 0.3
Daher meldet auch ein CAS: )
3 =% 0.333333333

Noch deutlicher wird das im Fall von %. Die exakte Darstellung dieses Bruches als Dezimal-

bruch lautet: )
~=0.16
6

Der (Taschen-)Rechner behauptet aber:

1
6= 0.166666667

Das zeigt sehr deutlich:

Im Allgemeinen ist ein Dezimalbruch ungenauer als ein Bruch.

Folglich ist ein Dezimalbruch im Allgemeinen ungleich dem urspriinglichen Bruch.
Daraus folgt die wichtige Regel:

Briiche statt gerundete Dezimalbriiche verwenden!

11



An dieser Stelle sei noch kurz etwas zur korrekten Schreibweise von periodischen Dezimal-
briichen angemerkt. Man schreibt

0.3
und keinesfalls 0.333 oder 0.333 oder andere Varianten. Der Periodenstrich steht immer

iiber den sich wiederholenden Ziffern bei deren erstem Auftreten, und es wird die kiirzeste
Darstellung der Periode verwendet.

Anordnung von Dezimalbriichen

Als Nichstes betrachten wir die Anordnung von Dezimalbriichen. Die Zahlen

1 2
0.333 = 0.3 0.33 =
3 3
sollen der Grofle nach geordnet werden, und zwar beginnend mit der kleinsten. Die korrekte

Anordnung ist:

1 2
0.3 0.33 0.333 = -
3 3

Dies wird deutlicher verstédndlich, wenn man alle Dezimalzahlen mit drei Stellen nach dem

Komma angibt:

1 2
0.300 0.330 0.333 = =
3 3

Bei 0.3 und 0.33 konnten als letzte Nachkommastellen Nullen angehéngt werden, da sich der
Wert der Zahlen dadurch nicht dndert.

An dieser Stelle wird ein wichtiger Unterschied zwischen der reinen Mathematik und den
Ergebnissen von Messungen sichtbar. Mathematisch gesehen gilt 0.300 = 0.3. Bei Messungen
hingegen ist beides nicht gleichbedeutend!

0.3 bedeutet namlich, dass die Messung bis auf die erste Stelle nach dem Komma genau ist.
0.300 bedeutet aber, dass die Messung bis auf die dritte Stelle nach dem Komma genau ist.

Des Weiteren ist zu beachten, dass ein wichtiger Unterschied in Bezug auf Gréflenordnungen
zwischen natiirlichen Zahlen (also den Zahlen 1, 2, 3, 4, ...) und Dezimalbriichen besteht.
Bei Dezimalbriichen weist die Anzahl Ziffern einer Zahl nicht automatisch auf die Grofie der
Zahl hin. Die Position des Kommas muss unbedingt berticksichtigt werden.

Zur Nlustration sollen einige Zahlen dienen, bei denen Anzahl und Art der Ziffern gleich sind,
die Position des Kommas aber jeweils verschieden ist. Gegeben sind:

0.340 3.400 0.034

Geordnet ergibt sich:
0.034 < 0.340 < 3.400

Als weiteres Beispiel sind folgende Zahlen gegeben:
0.034 0.340 0.043 3.004 0.304 0.403 3.400 4.030
Nach Ordnen der Zahlen ergibt sich die Ungleichungskette

0.034 < 0.043 < 0.304 < 0.340 < 0.403 < 3.004 < 3.400 < 4.030

12



1.4.2 Rechnungen mit der Zahl Null

Berechnungen mit der Zahl Null werden schon friih in der Schule behandelt. Diese recht ein-
fachen Rechnungen und ihre anschauliche Bedeutung sollen hier noch einmal kurz wiederholt
werden.

6 + 0 = 6 bedeutet anschaulich: Zu 6 EUR kommen 0 EUR hinzu. Somit bleiben es 6 EUR.
6 — 0 = 6 bedeutet analog: Von 6 EUR werden 0 EUR ausgegeben. Somit bleiben es 6 EUR.
6 - 0 = 0 bedeutet: Man besitzt null mal 6 EUR, also besitzt man Null EUR.

% = 0 l&sst sich ebenfalls verstehen: Man verteilt 0 EUR auf 6 Personen. Dann erhélt niemand

etwas. Somit ergibt sich als Ergebnis 0.

Was aber ergibt g? Ergibt sich 67 Oder 07 Oder noch etwas anderes? In der Schule wurde
lediglich oft gesagt ,,Das geht nicht“ oder ,Durch Null darf man nicht teilen*. In Wahrheit
kann man aber doch eine Aussage iiber die Grofle dieses Quotienten treffen. Zum besseren
Verstéindnis diskutieren wir zuerst bekannte einfache Divisionen und iibertragen dann unsere
Erkenntnisse auf die Division durch Null.

g = 2 bedeutet:

Wie oft kann man 3 addieren bis 6 herauskommt? 2 mal.

Wie oft kann man einer Person drei EUR geben, bis 6 EUR verbraucht sind? 2 mal.

An 3 Personen sollen 6 EUR verteilt werden. Wie oft kann man bei den 3 Personen herum-
gehen und an jede Person 1 EUR verteilen, bis 6 EUR aufgebraucht sind? 2 mal.

= 12 bedeutet:

= O

Wie oft kann man % addieren bis 6 herauskommt? 12 mal.
Wie oft kann man einer Person % EUR geben, bis 6 EUR verbraucht sind? 12 mal.

§ bedeutet:

0

Wie oft kann man 0 addieren bis 6 herauskommt? Unendlich oft.

Wie oft kann man einer Person 0 EUR geben, bis 6 EUR verbraucht sind? Unendlich oft.

Wie oft kann man an 0 Personen Geld verteilen, bis es aufgebraucht ist? Unendlich oft.

Wichtig dabei ist: ,,unendlich® (mathematisches Symbol: c0) ist keine Zahl, sondern ein
Zahlenbegriff. Man kann mit ,,unendlich® nicht wie mit der Zahl 5 rechnen.

Und was ist g?

Der Term 8 ist ein unbestimmter Ausdruck und kann jedes Ergebnis besitzen. Naheres dazu
werden Sie in den Mathematikvorlesungen lernen.

13



1.4.3 Bruchteile

Dieser letzte Abschnitt des Kapitels geht den Fragen nach, welche Bedeutung Briiche und
Bruchteile haben und wie man Rechnungen mit Briichen verstehen kann.

Bedeutung von Briichen

200 EUR sollen an 5 Personen verteilt werden.

Der Bruch
200 EUR

5
besagt: 200 EUR werden unter 5 Personen aufgeteilt, man teilt also die Menge von 200 EUR
in 5 gleiche Teile. Es ergibt sich:

2% EUR =40EUR

Nun betrachten wir die Aussage: 20 kg Apfel kosten 35 EUR.
Daraus kann man zwei Briiche unterschiedlicher Bedeutung gewinnen:

20 kg
35EUR

lasst sich schreiben als
20 kg 4 kg

35 EUR 7EUR

Dieser Bruch besagt: Wieviel kg Apfel erhilt man fiir 1 EUR? Man erhélt % kg.
Ebenso kann man den Bruch

35 EUR
20 kg

aufstellen. Er lasst sich schreiben als

35 EUR _ TEUR
20 kg 4 kg

Dieser Term gibt an, wieviel EUR man fiir 1 kg Apfel aufbringen muss. In diesem Fall sind
das % EUR.

Schliefllich sei noch folgender Bruch betrachtet:

2000 g
500 ¢

Er beantwortet die Frage: Wieviele Portionen zu 500¢ sind in 2000 g enthalten? Wieviele
Portionen zu 500 g lassen sich aus 2000 g herstellen? Hier ergibt sich:

500 g

20009 _,

14



Bruchteile und Anteile

Ein interessantes Thema sind auch Bruchteile und Anteile (fiir mich zumindest — doch hof-
fentlich auch fiir Sie). Wir beginnen mit folgender Fragestellung:

In einer Flasche befinden sich 750 ml Saft. % davon sind reiner Orangensaft. Wieviel ml sind
das?

Die Losung wird folgendermaflen bestimmt:

750ml 2
T = . 2 = —-750ml = 500 ml
3 ~— 3
~—— Anzahl Portionen
Portionsgrofie

Zuerst wird die Gesamtmenge durch 3 dividiert, um die Portionsgréfie zu ermitteln. Danach
wird diese mit 2 multipliziert, da 2 Portionen gesucht sind. Kurz gesprochen gilt also:

Gesucht sind g von 750ml ,

d. h. man berechnet 5

Nun gehen wir zu folgender Situation iiber:
In einer Klasse sind 23 Kinder. 14 Kinder von den 23 Kindern sind Médchen. Wieviele sind
das? Es sind 14 Kinder. Anders gesprochen lautet das Ergebnis: 14 Kinder von 23 Kindern.

Wichtig zu erkennen ist hier die unterschiedliche Bedeutung des Wortes ,,von*:

Sind % von 750 ml gesucht, werden die Zahlen multipliziert.

Sind 14 Kinder von 23 Kindern gesucht, gibt bereits die eine Zahl in der Frage die Losung
an.

Wie findet man aber nun heraus, wie im jeweils vorliegenden Fall vorgegangen werden muss?
Grundlegend wichtig ist natiirlich, den Text der Frage genau zu analysieren. Fiir einfache
Aufgaben, die exakt vom gleichen Typ sind wie die beiden oben genannten Beispiele, hilft
oft diese kleine Faustregel weiter: Besitzt der Bruch im Gegensatz zur anderen Zahl keine
Finheit, muss der Bruchteil durch Multiplikation des Bruches mit der anderen Zahl bestimmt
werden. Besitzen hingegen beide Zahlen die gleiche Einheit oder sind beide einheitenlos, gibt
bereits die eine Zahl aus der Fragestellung das FErgebnis an.
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2 Funktionen

Grundlegend in der Mathematik und allen Disziplinen, die Mathematik verwenden wie z. B.
Physik, Chemie, Informatik, Wirtschaftswissenschaft, Tourismusmanagement, Medizin usw.
ist der Begriff der Funktion.

In der Schule wird der Begriff der Funktion korrekt eingefiihrt. Jedoch wird dann oft diese
Definition nicht in voller Allgemeinheit begriffen, und in der Folge werden unzuldssige Spe-
zialisierungen vorgenommen oder die Funktion mit einer ihrer Représentationsformen bzw.
Beschreibungsmoglichkeiten gleichgesetzt. Um eine richtige Basis zu legen und um etwaige
im Laufe der Zeit entstandene Vorurteile zu beseitigen, werden wir uns in diesem Kapitel mit
Funktionen befassen.

Auf eine ausfithrliche Wiedergabe der Lehrinhalte wird an dieser Stelle bewusst verzichtet.
Statt dessen sei auf die Vorlesung verwiesen.
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3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

3.1 Lineare Gleichungen
3.1.1 Losen einer linearen Gleichung

Was ist eine lineare Gleichung? Um das zu kldren und eindeutig zu definieren, betrachten wir
einige verschiedene Gleichungen. Wir beginnen mit

2(x—5)+§+7:n—4:10

Diese Gleichung ist linear, weil in allen Potenzen der Unbekannten x der Exponent 1 lautet.
Die Gleichung

2(x—5)+§+7x2—4:10x3

ist nicht linear, weil neben der Potenz x auch die Potenzen 22 und z? auftreten.
Auch die Gleichung

3
2z —5)+ = +7x—4=10

ist nicht linear, weil die Potenz 2! im Nenner steht und daher = in Wahrheit den Exponenten
-1 besitzt.

Wieviele Losungen hat eine lineare Gleichung?
Zur Beantwortung dieser Frage untersuchen wir drei unterschiedliche Gleichungen.

1. Fall:
Als Erstes betrachten wir die Gleichung

20 +5 =8x + 12

Losen der Gleichung mit Aquivalenzumformungen liefert

2r+5 = 8r+12 | — 8z —5
6z = 7 | (=6)
B 7
T =5

Diese Gleichung besitzt also eine Lésung. In korrekter mathematischer Schreibweise kann
man sie auf folgende Arten angeben:
L= { _ Z}
6

Gesprochen: Die Losungsmenge besteht aus der Zahl —%.

]L:{xGIRL’L":—g}

Gesprochen: Die Losungsmenge ist die Menge aller reellen Zahlen x, fiir die gilt: z = —%.

]L:{az|:n€IR,3::—g}

Gesprochen: Die Losungsmenge ist die Menge aller Zahlen z, fiir die gilt: x ist eine reelle

Zahl, und es gilt = = —%.
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Besonders wichtig ist, nach dem Ermitteln der Losung auch eine Probe durchzufiihren. Die
Probe ermoglicht es festzustellen, ob das Ergebnis richtig ist oder nicht. Sie fillt also unter
den groflen Oberbegriff des Testens. Testen spielt auch in der Informatik eine sehr wichtige
Rolle, denn jedes Programm muss vor seinem Einsatz eingehend getestet werden.

Wir fithren nun die Probe fiir die Losung der linearen Gleichung durch:

2-(—£)+5 - 8~<—g)+12

BRAMR U B
3 3 3 3
8 _ 8
3 3

Die Probe stimmt, also ist das fiir x ermittelte Ergebnis richtig.

2. Fall:
Nun betrachten wir die Gleichung

20 +7=2x—6
Umformen liefert

20+7 = 2z -6 |—2z
7T = —6

Dieses Ergebnis ist immer falsch, gleichgiiltig, welchen Wert = hat. Daher besitzt diese lineare
Gleichung keine Lésung. Mathematisch formal korrekt gibt man dies so an:

L={}

Gesprochen: Die Losungsmenge ist leer. Oder: Die Losungsmenge ist die leere Menge.

3. Fall:
Als Drittes untersuchen wir die Gleichung

20 +4=5x+3—-3x+1

Auflésen nach x ergibt

2c0+4 = bxr+3—3x+1 |zusammenfassen
20 +4 = 2244 | — 2z
4 = 4

Dieses Ergebnis ist immer richtig, ungeachtet des Wertes von x. Somit ist die Gleichung allge-
meingiiltig. Im Falle einer unendlichen Grundmenge besitzt sie unendlich viele Lésungen.
Wenn die Grundmenge IR ist, gibt man die Losung folgendermaflen an:

L=

Die Wahl der Grundmenge hat einen entscheidenden Einfluss auf die Losungsmenge. Wenn
man zum Beispiel beim ersten Fall als Grundmenge statt IR die Menge IN = {1, 2, 3, ...}
wihlt, so folgt aus dem Rechenergebnis z = —%, dass die Losungsmenge leer ist.
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3.1.2 Gleichungssysteme aus linearen Gleichungen

Es gibt Situationen, in denen mehrere Grofien gleichzeitig mehrere Bedingungen erfiillen
miissen. Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall, dass an 2 unbekannte Grofien 2 Be-
dingungen gestellt werden und sich aus ihnen jeweils eine lineare Gleichung ergibt.

Beispiel: Das Energieversorgungsunternehmen bietet fiir Strom zwei Tarife an, von denen
jeweils die Grundgebiihr und der Arbeitspreis bekannt sind. Die Variablen sind der Ver-
brauch und die entstehenden Kosten. Gesucht ist nun derjenige Verbrauch, bei dem beide
Tarife die gleichen Kosten verursachen. Daraus kann man dann ermitteln, welcher der beiden
Tarife fiir den eigenen Haushalt am giinstigsten ist. Ein Blick auf die Tarifstruktur Ihres
Energieversorgungsunternechmens oder anderer Anbieter zeigt sofort, dass Rechnen hier sehr
empfehlenswert ist.

Um das Losen von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten zu erldutern, betrachten
wir ein wesentlich einfacheres Beispiel. Nehmen wir an, Sie wollen eine Fete feiern und kaufen
als Getranke Séfte ein. Im Supermarkt werden nur gemischte Kisten angeboten: Eine Kiste
mit 6 Flaschen Organgensaft und 6 Flaschen Apfelsaft kostet 10 EUR, und eine Kiste mit 4
Flaschen Organgensaft und 8 Flaschen Apfelsaft kostet 12 EUR. Sind die Preis fiir die beiden
Saftsorten akzeptabel, besonders giinstig oder zu hoch?

Die Beantwortung dieser Frage erfordert das Losen von zwei linearen Gleichungen. Die Unbe-
kannten sind dabei der Preis fiir eine Flasche Orangensaft xp und der Preis fiir eine Flasche
Apfelsaft x 4. Somit gilt:

6rxo +6xrg4 = 10
dro+8xyp = 12

Diese Gleichungen lassen sich durch geschickte Division vereinfachen:

6rxo+6x4 = 10 |:2
deo+8xy = 12 | :4

Gleichzeitiges Nummerieren der Gleichungen liefert

I 3z04+3x4 = 5
II zo+4+2x4 =

II nach zp auflésen fithrt auf
To =3 —2x4
Einsetzen dieses Terms fiir xp in I ergibt
33—2x4)+3z4 =

9—6x4+3ra =
—3r4 = —4

rpa =

Q| W~

Dieser Wert wird nun in die Gleichung fiir xo eingesetzt:
ro =

ro =



Der Orangensaft kostet also rund 33 Ct (das scheint eine Billigsorte zu sein) und der Apfelsaft
1.33 EUR (dies ist ein guter Saft).

Die korrekte Angabe der Losungsmenge ist auf zwei Arten moglich:

L= {(3)

Gesprochen: Die Losungsmege besteht aus dem Wertepaar (

[OSIE

$3)-
4 1
]L:{xA, $0€R|£EA:§7330:§}

Gesprochen: Die Losungsmenge ist die Menge aller reellen Zahlen x4 und zp, fir die gilt:
:EAzgund:EO:%.

Auch hier muss wieder eine Probe durchgfiihrt werden. Dazu setzt man beide Werte in jede
der Ausgangsgleichungen ein.

Der Weg, den wir hier zur Losung des Gleichungssystems beschritten haben, ist nicht der
einzig mogliche. Statt dessen kann man ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten auf drei unterschiedlichen Wegen losen. Welchen dieser Wege man
wihlt, folgt daraus, welcher Weg im vorliegenden Fall am giinstigsten ist.

Wir werden nun die drei Losungswege durchgehen und gleichzeitg untersuchen, wieviele
Losungen ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen und zwei Unbekannten ha-
ben kann.

1. Lésungsmethode

Das Gleichungssystem lautet:

I —4z+6y = -3
II r = —2y+6

Da die zweite Gleichung bereits nach x aufgelost ist, kann man diesen Term fiir z in der
ersten Gleichung einsetzen. Das liefert:

—4(—2y+6) +6y = -3
8y —24+4+6y = -3
4y = 21

3

V=3

Nach Einsetzen dieses Wertes fiir z in II folgt:

z = —2-(§)+6

r = 3

Dieses Gleichungssystem besitzt also eine eindeutige Lésung:

L= {(3)
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Die Probe wird hier der Einfachheit halber nicht notiert, muss aber unbedingt durchgefiihrt
werden.

2. Lésungsmethode

Nun betrachten wir folgendes Gleichungssystem:

I 2y = —4+4+32
II 2y = 243z

Da beide Gleichungen nach dem gleichen, eine Unbekannte enthaltenden Term aufgelst sind,
kann man die rechten Seiten gleichsetzen. Das ergibt

—44+3z = 243z | -3z
-4 = 2

Unabhéngig von « und y ergibt sich also ein falsches Ergebnis. Das Gleichungssystem besitzt
somit keine Losung. Mathematisch gibt man das wie folgt an:

L={}

3. Losungsmethode

Als Letztes untersuchen wir dieses Gleichungssystem:

1 dr+2y = 3
I —28z—-14y = -21

Diesmal ist keine der beiden Gleichungen nach einer Unbekannten oder einem eine Unbekann-
te enthaltenden Term aufgeltst. Daher multipliziert man die Gleichungen geeignet mit Zahlen
und kann anschlieffend die Gleichungen addieren, um eine Unbekannte zu eliminieren.
Im vorliegenden Fall wird die zweite Gleichung mit —% multpliziert. Das fiihrt auf zwei iden-
tische Gleichungen:
' 4o+2y =
I 4r+2y =

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
0=0
Dieses Ergebnis ist unabhéngig von den Werten von x und y immer richtig. Somit hat das Glei-

chungssystem unendlich viele Losungen, die als Nebenbedingung die Gleichung 4z + 2y = 3
erfiillen miissen. Die Losungsmenge lautet daher:

3
]L:{x,yelR]4a:+2y:3}:{a:,yEIR]y:—2a:+§}
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Zum Schluss soll noch kurz ein Gleichungssystem aus drei linearen Gleichungen und drei
Unbekannten betrachtet werden. Gegeben sei

I 1+ 229+ 23 = 2
II 4x1 —x9 + 223 = 16
I —x1+a9—223 = —13

Wir eliminieren nun die Unbekannte z1. Wie die Gleichungen I, IT und III dabei kombiniert
wurden, ist den sich ergebenden neuen Gleichungen vorangestellt; die Nummer der neuen
Gleichung folgt am Schluss.

—AT14+1I —9x9—223 = 8 v
14111 319 —x3 = —11 \Y
Nun wird 9 eliminert.
IV+3V —bxs = =25
r3 = 5

Der Wert von x3 wird in V eingesetzt:

3z9g —0 = —11
3%2 = —6
To = —2

Einsetzen von x9 und x3 in I liefert:

1 +2-(-2)+5 =
331—44-5

r1 =

Fiir die Probe miissen dann die Werte von z1, o und z3 in alle drei Ausgangsgleichungen
eingesetzt werden.

Im 2. Semester wird in der Vorlesung ,,Mathematik fiir die Informatik“ in der Linearen Alge-
bra ein Verfahren behandelt, das schematisierbar ist und sich daher gut als ein Algorithmus
programmieren lésst, das sogenannte Gaufische Eliminationsverfahren.

Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten sind sehr wichtig, da man in der Realitét
oft Probleme behandeln muss, die auf derartige Gleichungssysteme fiithren. An dieser Stelle
seien zwei Beispiele genannt:

1.) Computertomografie:

Fiir jede Strahlungsrichtung ergibt sich eine Gleichung, und die Dichten kleiner Volumen-
elemente des Korpers sind die Unbekannten. Hier hat man groflenordnungsméflig mit 20000
Gleichungen und Unbekannten zu tun.

2.) Chemische Industrie:

Die Substanzen und deren Konzentrationen bei chemischen Prozessen werden durch lineare
Gleichungssysteme beschrieben.
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3.1.3 Grafische Darstellung

i) Eine lineare Gleichung

Bisher haben wir lineare Gleichungen nur algebraisch betrachtet und daher untersucht, wie
sich eine einzelne lineare Gleichung oder ein System aus mehreren linearen Gleichungen 16sen
lasst. Man kann eine lineare Gleichung aber auch grafisch interpretieren. Besonders einfach
ist dies bei einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten. Als Beispiel diene die Gleichung

20 — 3y =0.

Um die Gleichung grafisch zu veranschaulichen, 16st man sie nach y auf und erhélt

2
=-x
¥=3
Jedem Wert von x wird ein zweiter Wert y zugeordnet, der mittels des Terms %x eindeutig

bestimmt wird. Somit handelt es sich um eine Funktion:

2

fi(z) = 37

Triagt man alle Punkte mit den Koordinaten (z/fi(z)) in ein Koordinatensystem ein, so
erhilt man eine Gerade, die durch den Ursprung lduft (Abbildung 1).

Abbildung 1: Graf der Geraden fi(z) = 3z

Was geschieht, wenn man eine Konstante zu dem Term auf der rechten Seite der Gleichung
addiert?

fg(x) = gfﬂ + 1

Jedem Wert von x wird nun eine Zahl zugeordnet, die um 1 grofer ist als diejenige Zahl, die
die Funktion f; zuordnet. Infolgedessen ist der Graf von fs gegeniiber dem Grafen von f; in
y-Richtung um +1 verschoben. Die Gerade



hingegen ist gegeniiber f7 in y-Richtung um —2 verschoben.
Die additive Konstante gibt also an, wo die Gerade die Ordinate schneidet und wird daher
als Ordinatenabschnitt bezeichnet. Abbildung 2 zeigt die Grafen der Geraden fi, fo und fs.

4 T ‘ T T T

Abbildung 2: Geraden mit unterschiedlichem Ordinatenabschnitt: f; blau, fo rot, f3 griin

Ein anderer Effekt ergibt sich, wenn man den Vorfaktor von z verdndert. Er bestimmt, in
welchem Mafle sich eine Anderung von z auf den Funktionswert (y-Wert) iibertrigt.
Fiir die Funktion

filz) ==z

gilt: Nimmt « um 1 zu, wéchst y um % Nimmt x um 3 zu, wichst y um 2. Die Verénderung
der y-Werte relativ zu der Verédnderung der z-Werte wird somit durch den Vorfaktor von x
beschrieben, in diesem Fall %
Bei der Funktion

fa(z) = 4x

nimmt fy(z) viel stérker in Abhéngigkeit von = zu als fi(z), so dass die entstehende Gerade
deutlich steiler ist. Da die Funktionswerte im Falle positiver Vorfaktoren von z mit wach-
sendem z zunehmen, ergeben sich steigende Geraden. Ist der Vorfaktor negativ, nehmen die
Funktionswerte mit wachsendem x ab. Dies ist bei der Geraden f5(z) der Fall:

fs(z) = =52
Bei ihr erfolgt die Abnahme nur schwach, bei

5

fo(z) = —Zx

hingegen deutlich stéarker. Die entsprechenden Geraden sind fallend.
Der Koeffizient von x macht also eine Aussage iiber die Steigung einer Geraden. Abbildung
3 zeigt die genannten Geraden mit unterschiedlicher Steigung.
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Abbildung 3: Geraden mit unterschiedlicher Steigung: fi blau, f4 rot, f5 griin, fg violett

Allgemein gilt also:
Eine lineare Funktion wird beschrieben durch

f(z) =max+b mit m, b Konstanten.

Der zugehorige Graf ist eine Gerade. Die Konstante b gibt dabei an, wo der Graf die y-Achse
schneidet und wird als Ordinatenabschnitt bezeichnet. Die Zahl m ist die Steigung der Ge-
raden.

Mit Hilfe von m und b lasst sich eine Gerade sehr schnell zeichnen:

Der Punkt (0/b) wird auf der Ordinate markiert. Anschliefend wird die Steigung m als
Bruch geschrieben. Beginnend bei dem Punkt (0/b) geht man dann um so viele Einheiten
nach rechts, wie die Zahl im Nenner angibt, und danach um so viele Einheiten in y-Richtung,
wie es der Zahl im Zahler entspricht, und zwar bei positivem Zahler nach oben und bei ne-
gativem nach unten. So gewinnt man einen zweiten Punkt. Durch ihn und den Punkt (0/b)
ist die Gerade eindeutig bestimmt.

Umgekehrt lisst sich auch sehr leicht mit Hilfe des gegebenen Grafen einer Geraden der zu-
gehorige Funktionsterm aufstellen, indem man b und m abliest.

ii) Zwei lineare Gleichungen

Wir haben nun das Handwerkszeug, um auch die Losung eines Systems aus zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten grafisch zu interpretieren.

Da es sich um lineare Gleichungen mit 2 Unbekannten handelt, stellen die einzelnen Glei-
chungen Geraden dar.

Somit ist die Suche nach der Losung eines Gleichungssystems aus 2 linearen Gleichungen
mit 2 Unbekannten dquivalent zu der Frage, welche gemeinsamen Punkte der beiden Gera-
den existieren, denn die Losung (x,y) des Gleichungssystems lisst sich als Punkt mit den
Koordinaten x und y auffassen.

Zur Erlduterung greifen wir die drei Beispiele aus dem letzten Abschnitt wieder auf.
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1. Fall
Gegeben waren

—4dr+6y = -3
r = —2y+6

Auflosen jeder Gleichung nach y liefert

2 1
= —-—r — —
Y 3779
= —li43
Yy = 233

Die sich ergebenden Geraden besitzen unterschiedliche Steigungen und unterschiedliche Or-
dinatenabschnitte. Daher muss es einen Schnittpunkt geben. Abbildung 4 bestéitigt diese
Uberlegung. Man liest als Losung den Schnittpunkt P(3/1.5) ab.

Abbildung 4: Lineares Gleichungssystem aus 2 Gleichungen und 2 Unbekannten mit einer
Losung: I —4x + 6y = —3 (blau), Il x = —2y + 6 (rot)

2. Fall:
Diesmal lautete das Gleichungssystem

2y = —4+43x
2y = 243z
Auflésen nach y ergibt
3
= —x—2
Y 2w
3
= = 1
Y 2ac +

Diese beiden Geraden besitzen dieselbe Steigung, aber unterschiedliche Ordinatenabschnitte.
Folglich sind sie parallel und besitzen keine gemeinsamen Punkte. Abbildung 5 bestétigt dies
Ergebnis. Man erkennt als Losungsmenge I = { }.
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Abbildung 5: Lineares Gleichungssystem aus 2 Gleichungen und 2 Unbekannten mit keiner
Losung: I 2y = —4 4 3z (blau), II 2y = 2 + 3z (rot)

3. Fall:
Das dritte Gleichungssystem schliefSlich lautete

dr+2y = 3
—28¢z — 14y = =21

Lost man beide Gleichungen nach y auf, erhélt man zwei identische Geraden:

3
= x4+ =
Y x+2

3
= x4+ =
Y x+2

Sie besitzen unendlich viele gemeinsame Punkte. Abbildung 6 gibt das Resultat noch einmal
grafisch wieder.
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Abbildung 6: Lineares Gleichungssystem aus 2 Gleichungen und 2 Unbekannten mit unendlich
vielen Losungen: I 4o 4 2y = 3, Il —28x — 14y = —21, beide blau dargestellt

3.2 Lineare Ungleichungen

Bisher haben wir uns in diesem Kapitel mit linearen Gleichungen befasst. Es gibt aber viele
Fragestellungen, zu deren Beantwortung eine Ungleichung gel6st werden muss. Die folgenden
Beispiele von Problemstellungen verdeutlichen das:

- Wie viele Artikel miissen mindestens produziert werden, damit der Gewinn grofier als
ein vorgegebener Betrag ist?

- Ab welchem Stromverbrauch sind die Stromkosten bei Tarif 1 grofler als diejenigen, die
sich bei Tarif 2 ergeben?

- Bis zu welcher Wassertiefe liegt der Wasserdruck unterhalb des Wertes, fiir den dieser
Tauchanzug/diese Sonde/dieses U-Boot zugelassen ist?

- Ab welcher Masse wird ein Stern am Ende seines Lebens zu einem Schwarzen Loch?

- Bei welchen Prozessorleistungen bleibt die Betriebstemperatur unterhalb eines vorge-
gebenen Schwellwertes?

Wir werden im Rahmen des Vorkurses zwar keines der beschriebenen Anwendungsprobleme
16sen. Aber wir werden behandeln, wie man einfache Ungleichungen 16st und wie man die
Losung grafisch veranschaulicht.

3.2.1 Grundlagen und Aquivalenzumformungen

Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir uns damit befassen, welche Arten von linearen Ungleichun-
gen es gibt und wie jeweils die Losung aussieht.
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Eine sehr einfache Ungleichung ist
r>2 , ze€lR

Die Losungsmenge dieser Ungleichung wird in Abbildung 7 veranschaulicht.

0.5

-0.5

Abbildung 7: Grafische Darstellung der Ungleichung = > 2

Beachten Sie dabei: Die Zahl 2 ist kein Element der Losungsmenge. Daher wurde diese Zahl
auf der reellen Zahlengerade nicht rot markiert.
Ftwas anders sieht es bei der folgenden Ungleichung aus:

r<2 , z€IR

Hier gehort die Zahl 2 zur Losungsmenge, denn es steht < statt < in der Ungleichung. Das
zeigt auch Abbildung 8.

05

-05

Abbildung 8: Grafische Darstellung der Ungleichung x < 2
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Beide Fille konnen auch kombiniert auftreten. Ein Beispiel dafiir ist die Ungleichung
1<z<3 , zelR

Hier lautet die Losungsmenge:
L={zeR|1<z<3}

In Abbildung 9 ist wieder die Losungsmenge veranschaulicht.

1

05

-05

Abbildung 9: Grafische Darstellung der Ungleichung 1 <z < 3, z € IR

Die Situation dndert sich grundlegend, wenn bei dieser Ungleichung nicht x € IR gilt, sondern
x € IN. In diesem Fall reduziert sich die Losungsmenge auf

L={xeN|l1<z<3}={1;2}

Die folgende Abbildung 10 stellt diese Losung auf der reellen Zahlengerade dar.

1

05

05

Abbildung 10: Grafische Darstellung der Ungleichung 1 <z <3,z € IN
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Die Losungsmenge einer Ungleichung kann also aus unendlich vielen Zahlen (abzdhlbar oder
nicht abzihlbar vielen) oder endlich vielen Zahlen bestehen, oder sie kann leer sein. Eine leere
Losungsmenge ergibt sich beispielsweise im Falle der Ungleichung 3 <z <4, z € IN.

Um weitere interessante Eigenschaften von Ungleichungen zu untersuchen, betrachten wir
einmal die reelle Zahlengerade (in Abbildung 11 blau dargestellt):

1

0.5

-0.5

Abbildung 11: Zahlengerade

Wir wissen, dass gilt:
1<2

Anschaulich heifit das: 1 EUR ist weniger als 2 EUR.
Im Falle negativer Zahlen gilt aber:
—1>-2

Anschaulich heifit das: 1 EUR Schulden stellen ein grofleres Guthaben dar als 2 EUR Schul-
den.
Andert man also auf beiden Seiten der Ungleichung das Vorzeichen, so muss das Ungleichungs-
zeichen umgedreht werden. Der Grund dafiir ist, dass die Zahlen auf der reellen Zahlengeraden
in Bezug auf ihre Betrige links und rechts der Null in umgekehrter Reihenfolge angeordnet
sind.

Was passiert, wenn man den Kehrwert einer Zahl bildet?

Es gilt:
2<3
Daher folgt fiir die Kehrwerte:
1 1
273

Das Ungleichungszeichen wird also umgedreht.
Entsprechend gilt:
-2>-3

Folglich ergibt sich fiir die Kehrwerte:



Auch wenn beide Seiten der Ungleichung negativ sind, kehrt sich demnach das Ungleichungs-
zeichen um.

Anders sieht es aus, wenn die beiden Seiten der Ungleichung unterschiedliche Vorzeichen
besitzen.

Aus
—-2<3
folgt:
11
2 3

Denn: Eine negative Zahl ist immer kleiner als eine positive Zahl.

Unsere Erkenntnisse lassen sich also folgendermafien zusammenfassen:

Relation positiver und negativer Zahlen

Auf der reellen Zahlengeraden nehmen die Zahlen von links nach rechts zu.

Links und rechts der Null sind die Zahlen in Bezug auf ihre Betrige in entgegengesetzter
Reihenfolge angeordnet.

Fiir positive Zahlen gilt: Die Zahl mit groflerem Betrag ist grofler als die Zahl mit kleinerem
Betrag.

Fiir negative Zahlen gilt: Die Zahl mit groflerem Betrag ist kleiner als die Zahl mit kleinerem
Betrag.

Aquivalenzumformungen

Betrachten wir die folgende Ungleichung:
1<2

Addiert man auf beiden Seiten die Zahl 4, so bleibt die Ungleichung erhalten:
5<6

Das lasst sich auch leicht anschaulich verstehen: Wenn Fritz grofler als Erna ist, so bleibt diese
Relation erhalten, wenn beide auf zwei gleich hohe Stiihle steigen und so zu ihrer Korpergrofie
jeweils die gleiche Stuhlhdhe hinzukommt. Misst man nédmlich dann ihre Scheitelhdhe, so er-
gibt sich die gleiche Differenz wie vorher.

Das Entsprechende gilt fiir die Subtraktion.

Wie sieht es bei der Multiplikation aus?
Erinnern wir uns, was wir iiber die Anordnung der Zahlen gelernt haben:
Aus

1<2

folgt
—1> -2

Um von der ersten zur zweiten Zeile zu gelangen, hat man im Grunde die gesamte Unglei-
chung mit (—1) multipliziert. Das bedeutet: Durch die Multiplikation mit einer negativen
Zahl dndert sich die Relation zwischen zwei Zahlen. Wiirde man die Gleichung mit einer po-
sitiven Zahl multiplizieren, blieben die Vorzeichen der beiden Seiten der Ungleichung erhalten
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und somit auch die Relation der beiden Seiten sowie das Ungleichungszeichen.

Beispiel:
Zuerst multiplizieren wir die Ungleichung mit einer negativen Zahl:

4 < 5 [-(-2)
-8 > -10

Demgegeniiber ergibt die Multiplikation mit einer positiven Zahl:

4 < 5 |-3
12 < 15

Das Entsprechende gilt, wenn durch eine negative Zahl dividiert wird, denn die Division durch
eine Zahl ist dquivalent zur Multiplikation mit dem Kehrwert der Zahl.

Beispiel 1: Es gilt:

dr—2 < x+7 | +2
dr < x+9 | —x
v < 9 |:3
r < 3
Beispiel 2: Hier aber gilt:
—dr—2 < —x+7 | +2
—dr < —x+9 |+
-3z < 9 |1 (—3)
z > =3

Das Gelernte lidsst sich in einem Merksatz zusammenfassen:

Multiplikation und Division bei Ungleichungen
Multipliziert man eine Ungleichung mit einer negativen Zahl oder dividiert man durch eine
negative Zahl, so muss das Ungleichungszeichen umgedreht werden.

Wie gibt man die Losungsmenge einer linearen Ungleichung mathematisch korrekt an?
Im Fall von Beispiel 1 schreibt man:

L={zeR|z <3}

Gelesen wird dies folgendermaflen: ,,Die Losungsmenge ist gleich der Menge aller reellen Zah-
len = (oder kurz: ist gleich der Menge aller = Element IR), fiir die gilt: z ist kleiner als 3.¢
Fiir Beispiel 2 gibt man die Losungsmenge so an:

L={zeR|z> -3}
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Beispiel 3: Wir 16sen nun eine etwas lingere Ungleichung.

(4z —3)(2z —1) < 822 +13
822 —4r —6x +3 < 8z +13 |—82% -3
—10z < 10 | : (—10)
z > —1

L={zeR|z>-1}

Beispiel 4: In der Praxis muss man die Ungleichung erst aus einem verbal formulierten
Problem herleiten. Zum Uben 16sen wir daher das folgende Zahlenritsel:

Wenn man eine Zahl mit 2 multipliziert und anschlieBend 8 addiert, so erhélt man mehr als
wenn man die Summe aus der Zahl und 5 durch 2 dividiert.

T+5

20 +8 > 5 |-2
dr+16 > z+5 | —z—16
3z > —11 13
- 11
;U —_——

3

11
]L:{:EG]R|33>—?}

3.2.2 Ungleichungen mit Parametern

Bisher traten in den Gleichungen und Ungleichungen nur Zahlen und die gesuchte Unbe-
kannte auf. Es ist aber auch moglich, dass zusétzlich ein weiterer Platzhalter auftritt. Fiir
ihn konnen ebenfalls verschiedene Zahlen eingesetzt werden, so dass die Losungsmenge der
(Un)gleichung von seinem Wert anhéingt. Beim Losen der (Un)gleichung wird er dennoch wie
eine feste Zahl behandelt. Einen solchen Platzhalter bezeichnet man als Parameter (Ausspra-
che: Betonung auf der zweiten Silbe).

Da der Parameter viele verschiedene Werte annehmen kann, muss bei Berechnungen acht-
gegeben werden, ob spezielle Werte besondere Auswirkungen haben. Ein Problem kann zum
Beispiel auftreten, wenn man durch einen Term dividiert, der den Parameter enthélt, und
dieser Term fiir einen bestimmten Parameterwert Null werden kann. Dieser Fall muss dann
ausgeschlossen und gesondert behandelt werden.

Beim Losen von Gleichungen ist dies der einzige Fall, der eine Fallunterscheidung notwendig
macht. Bei Ungleichungen hingegen kann sich auch das Vorzeichen des Terms mit Parameter
auswirken.

Um dies besser zu verstehen, beginnen wir mit einem einfachen Beispiel. Gegeben sei

a>0

Gilt diese Ungleichung immer? Ist sie fiir alle Werte des Parameters a richtig? Nein, die
Ungleichung gilt nur, wenn a positiv ist. Sobald a negativ ist, ist die Ungleichung falsch.
Betrachten wir nun folgende Ungleichung:

—b>0

Wann ist sie erfiillt? Sie wird nur von negativen Werten von b erfiillt.
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Nun kénnen wir eine Ungleichung 16sen, die eine Unbekannte und einen Parameter enthélt.
Gegeben sei
ar<2 , a€lR

Da man zur Losung der Ungleichung durch a dividieren muss, miissen nun abhéngig von a
drei Fille unterschieden werden.

1. Fall: a =0
Hier wird gar nicht durch a dividiert, sondern direkt die gegebene Ungleichung betrachtet.
Es ergibt sich:

0<2

Das ist immer richtig, also gilt:
L=1R

2. Fall: a >0
In diesem Fall kann man durch a dividieren, ohne das Ungleichungszeichen umzudrehen.
Somit ergibt sich:
r < g
a
Die Losungsmenge muss nun wie folgt angegeben werden:

2
]L:{xEIR|:E<—,a>O,a€]R}
a

3. Fall: a <0
Nun muss man bei Division durch a das Ungleichungszeichen umdrehen. Das liefert:
2
x> —
a

Die Losungsmenge lautet daher:

2
]L:{xEIR|:E>—,a<O,a€]R}
a

Zur besseren Ubung betrachten wir noch ein weiteres Beispiel:

44a(z+3)<—-7 , a€eR

Subtraktion von 4 liefert

a(z+3) < —11
1. Fall: a =0
Daraus folgt
0<—-11
Also:
L={}
2. Fall: a >0
Dann gilt:
11
r+3 < ——
a
11
r < —— =3
a



Also: 1
]L:{:EG]R|x<—;—3,a>0,a€IR}

3. Fall: a <0
Daraus folgt:

11

T+3 > ——

a

11

x > —— =3
a

Also: 1
]L:{a:EIR]x>———3,a<0,a€]R}
a

Beim Losen von Ungleichungen werden also oft Fallunterscheidungen notwendig. Zu erken-
nen, wann Fallunterscheidungen notwendig sind, und diese anschlieend auch korrekt durch-
zufiithren ist in vielen Fachgebieten notwendig. In der Informatik zum Beispiel muss man oft
so vorgehen, um Fragen wie die folgenden zu beantworten: Wann tritt welcher Fall in einem
Programm auf? Wann wird welcher Programmteil durchlaufen? In der Elektrotechnik werden
abhéngig davon, ob Strome bzw. Spannungen grof§ oder klein sind, die Zusammenhénge der
betrachteten Groflien durch andere Terme beschrieben. Vergleichbare Situationen treten auch
im Maschinenbau, der Physik und anderen Fachgebieten auf.

3.2.3 Lineare Ungleichungen mit zwei Unbekannten

i) Eine Ungleichung

Die Situation zweier Unbekannter kennen wir bereits von den linearen Gleichungen. Ein
Beispiel ist etwa die folgende Gleichung;:

2r4+y=1

Die Variablen x und y sind hier die beiden Unbekannten. Diese Gleichung besitzt unendlich
viele Losungen, wobei x und y nicht unabhéngig voneinander sind, sondern die oben genannte
Bedingung erfiillen miissen. Um die Struktur der Losungsmenge leichter verstehen und um
sie besser grafisch veranschaulichen zu kénnen, 16st man die Gleichung oft nach y auf und
erhilt so:

y=—2x+1

Offensichtlich handelt es sich hier um die Gleichung einer linearen Funktion mit z als abhén-
giger und y als unabhéngiger Variable. Die so beschriebene Gerade besitzt die Steigung -2
und schneidet die Ordinate im Punkt (0/1). In Abbildung 12 ist der Graph dieser Geraden
schwarz dargestellt.

Die Situation dndert sich grundlegend, wenn man die Ungleichung

y< —2x+1

betrachtet. Um die Eigenschaften der Losungsmenge besser zu verstehen, betrachten wir
zuerst die Losung der Gleichung y = —2z + 1. Die Koordinaten des Punktes P(—1/3) bei-
spielsweise erfiillen die Gleichung, P liegt somit auf der Geraden. In Abbildung 12 ist die
Lage von P auf der Geraden durch ein blaues Kreuz markiert.

Soll aber y kleiner als der Wert des Terms —2xz + 1 sein, so ist die zweite Koordinate y
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Abbildung 12: Losungsmenge einer Ungleichung mit zwei Unbekannten

des Punktes kleiner als die zweite Koordinate desjenigen Punktes, welcher die gleiche -
Koordinate besitzt, aber auf der Geraden liegt. Somit liegen alle Punkte, deren erste Koor-
dinate x den Wert -1 hat und deren zweite Koordinate y die Bedingung y < —2z + 1 erfiillt,
unterhalb von P. In Abbildung 12 kennzeichnen die blauen Kreuze unterhalb von P die Lage
mehrerer Punkte mit dieser Eigenschaft. Fiir alle anderen Werte der Koordinate = gilt das
Analoge, so dass sich als Losungsmmenge der Ungleichung der gesamte rot gepunktete Be-
reich unterhalb der Geraden ergibt.

Betrachtet man nun die Ungleichung

y>-—-2cr+1 |

so ergibt sich ganz entsprechend als Losungsmenge die gesamte Fléiche oberhalb der Geraden.
Wir kénnen also drei Félle unterscheiden:

1. Fall: y=-—2x+1oder 2z +y=1
Losungsmenge: Punkte auf der Geraden

2. Fall: y< —2r+1oder2x+y<1
Losungsmenge: Punkte unterhalb der Geraden

3. Fall: y>—2r+1oder2x+y>1

Losungsmenge: Punkte oberhalb der Geraden

Sollen sowohl Punkte auflerhalb der Geraden als auch auf der Geraden zur Losungsmenge
gehoren, steht in der Ungleichung < oder >. Die Ungleichung

204+y <1 oder y<—-2r+1
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beispielsweise besitzt als Losungsmenge alle Punkte, die unterhalb oder auf der Geraden
y = —2x + 1 liegen. Abbildung 13 verdeutlicht diesen Sachverhalt.

Abbildung 13: Losungsmenge der Ungleichung y < —2x + 1

ii) Zwei Ungleichungen

In Anwendungen miissen oft mehrere Bedingungen kombiniert werden. Daher befassen wir
uns nun in einem ersten Schritt mit einem System aus zwei linearen Ungleichungen. Die
Losungspaare (z/y) miissen nun immer gleichzeitig beide Ungleichungen erfiillen.

Als Beispiel betrachten wir folgende zwei Ungleichungen:

I 32-2y < 6
I dz+y < 2

Um die Losung wie im Fall einer einzelnen Ungleichung grafisch ermitteln zu kénnen, 16sen
wir beide Ungleichungen nach y auf und erhalten

I v > gw—?)
Iy < —dx+2

Das bedeutet: Zur Losungsmenge gehoren diejenigen Punkte, die sowohl oberhalb der Gera-
den y = %:L’ — 3 liegen als auch unterhalb oder auf der Geraden y = —4x + 2. Folglich ergibt
sich der in Abbildung 14 rot markierte Bereich.
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Abbildung 14: Losungsmenge eines Systems aus zwei linearen Ungleichungen

iii) Mehr als zwei Ungleichungen

Zum Abschluss soll noch ein System aus vier Ungleichungen betrachtet werden.
Folgende vier Ungleichungen seien gegeben:

1
1 — — 1
4x+ 2y >
I —2x+3y < 6
111 z < 4
v y > 1

Zum grafischen Ermitteln der Losung 16sen wir die ersten beiden Ungleichungen wieder nach
y auf und erhalten:

1
I vy > —535—1—2
2
Iy < gaz + 2
I z < 4
v vy > 1

Die sich ergebende Losungsmenge ist in Abbildung 15 rot gekennzeichnet.

Ungleichungssysteme dieser Art kénnen angewendet werden, um auf grafischem Weg Pro-
bleme zur linearen Optimierung zu l6sen. Worum geht es dabei? Nehmen wir an, ein Chip-
hersteller produziert mit zwei Maschinen Chips. Die erste Maschine produziert x Stiick pro
Stunde und die zweite y. Aus den Eigenschaften der Maschinen, der Anzahl Angestellten
und anderem ergeben sich dann Ungleichungen der Typen I und II. Da es keine negativen
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Abbildung 15: Losungsmenge eines Systems aus vier linearen Ungleichungen

Stiickzahlen geben kann, miissen die Ungleichungen x > 0 und y > 0 erfiillt werden (Un-
gleichungen des Typs IV). Die Produktionsobergrenzen der Maschinen liefern Ungleichungen
der Art z < 2000 , y < 4000 (Ungleichungen des Typs III). Gesucht sind dann diejenigen
Produktionsmengen z und y, fiir die unter den genannten Nebenbedingungen der Gewinn
maximal ist.

Solche Optimierungsaufgaben 16sen wir zwar nicht im Vorkurs, aber die Bestimmung der
Losungsmenge eines Systems linearer Ungleichungen ist eine sehr gute Voriibung.
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4 Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

4.1 Quadratische Gleichungen
4.1.1 Losen quadratischer Gleichungen

siehe ,,Studienvorbereitungskurs Mathematik* Kapitel 1.3

4.1.2 Gleichungen, die auf quadratische Gleichungen fiihren

Bisher hatten wir es mit Gleichungen zu tun, bei denen leicht erkennbar war, dass es sich um
quadratische Gleichungen handelt oder dass sie in diese transformiert werden koénnen. Oft
aber ist nicht auf Anhieb ersichtlich, ob eine gegebene Gleichung in die Gestalt einer linearen
oder einer quadratischen Gleichung gebracht und entsprechend gelost werden kann oder ob
sie auf eine kompliziertere Gleichung fiihrt.

Um zu zeigen, dass auch Gleichungen, die auf den ersten Blick iiberhaupt nichts mit qua-
dratischen Gleichungen zu tun zu haben scheinen, letztlich doch in diese umgeformt werden
konnen, werden wir nun zwei Gleichungstypen untersuchen, mit denen wir uns noch nicht
befasst haben: Bruchgleichungen und Wurzelgleichungen.

i) Bruchgleichungen

Gegeben ist die folgende Bruchgleichung:

3 4
|
:E—2+:E

Das Hauptproblem besteht darin, dass in den Nennern der beiden Briiche Terme mit der
Unbekannten x stehen. Wiinschenswert ist daher, diese Terme aus dem Nenner zu beseitigen.
Dies lédsst sich am einfachsten erreichen, indem man die Gleichung mit dem Hauptnenner
multipliziert, denn dann lassen sich die genannten Terme herauskiirzen, und danach tritt die
Unbekannte nur noch im Zahler auf.

3 4
] . —9
T —2 * x 2@ )
3z +4(x—2) = dx(x—2) | ausmultiplizieren
3r+4r—8 = 42 -8z | -T2 +8

422 — 152 +8 = 0

Wir erhalten also eine quadratische Gleichung. Deren Losungen sind die Losungen der ur-
spriinglichen Bruchgleichung.
Die Losung der quadratischen Gleichung ist schnell ermittelt:

47 —152+8 = 0 |: 4
15
:L'2—X:E—|—2 = 0

Anwenden der p-g-Formel liefert:
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_ 15, [ 1%
8 64 64
15 97
= 44/
8 64
15 1
= — +-V97
8 8
Also gilt:
15 1
r, = g—i-gvg?
15 1

An dieser Stelle fithren wir ausnahmsweise keine Probe durch, da nur gezeigt werden soll-
te, dass und wie eine Bruchgleichung auf eine quadratische Gleichung zuriickgefiithrt werden
kann. Grundsitzlich aber ist eine Probe immer zwingend notwendig um zu iiberpriifen, ob die
berechneten Werte auch tatséchlich die Ausgangsgleichung erfiillen. (Fiihren Sie die Probe
doch einmal als Ubung durch!) Um Rundungsfehler zu vermeiden, sollte man dabei keine
gerundeten Dezimalzahlen verwenden, sondern die in der Losung auftretenden Bruch- und
Wurzelterme. Beispiel: Den Bruch % sollte man nicht gerundet als 0.2 wiedergeben (siehe
Kapitel 1.4).

ii) Wurzelgleichungen

Fin weiterer Gleichungstyp, der oft auf eine quadratische Gleichung fithren kann, ist die Wur-
zelgleichung. Betrachten wir folgendes Beispiel:

r=+vbxr+13—-3

Hier besteht das Problem darin, dass die Unbekannte unter der Wurzel auftritt. Da sich eine
Quadratwurzel durch Quadrieren beseitigen ldsst, liegt es nahe, die Gleichung zu quadrieren.
Téate man dies aber bereits mit der Gleichung in der jetzigen Gestalt, wiirde das Ziel nicht
erreicht, denn infolge der Differenz auf der rechten Seite ergében sich nicht nur die Terme
Vbx + 13° und 32, sondern auch das Produkt 2-3+/6x + 13. Deshalb muss man die Gleichung
zuerst so umformen, dass der die Wurzel enthaltende Summand allein auf einer Seite der
Gleichung steht.

Auf dem beschriebenen Weg kénnen wir die gegebene Wurzelgleichung nun leicht 16sen:

r = V6r+13-3 |+3

r+3 = V6xr+13 |quadrieren
2 4+6z+9 = 6z+13 | — 6z — 13
22 -4 = 0
2?2 = 4
Also ergibt sich
r1 = 2
Tro9 = —2
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Probe:
1. Losung: x1 = 2
= V6-2+13-3
= VI2+13-3
= V25-3
= 5-3

2

N NN NN

2. Losung: ©1 = —2

—2 = 6-(-2)+13-3
-2 = V-12+13-3
-2 = V1-3

-2 = 1-3

-2 = -2

Die Probe zeigt, dass die berechneten Werte von x1 und xo tatséchlich die Losungen der
gegebenen Wurzelgleichung sind. Das ist nicht zwangslaufig immer der Fall, denn durch das
Quadrieren konnen zusétzliche Losungen entstehen, die aber nur die quadratische Gleichung
erfiillen und nicht die urspriingliche Wurzelgleichung.

4.1.3 Grafische Darstellung

Bisher wurden die quadratischen Gleichungen als algebraische Gleichungen behandelt, deren
Losungen zu bestimmen sind. Deshalb standen nur arithmetische Operationen und algebrai-
sche Umformungen im Vordergrund.

Man kann eine quadratische Gleichung aber auch grafisch interpretieren. Dazu fasst man die
Terme der Gleichung als Terme einer Funktion auf. Die quadratische Gleichung dient dann
dazu, spezielle Werte einer quadratischen Funktion zu finden.

Um dies besser zu verstehen, sollen die Darstellungen einer Reihe grundlegender quadratischer
Funktionen betrachtet und der Einfluss verschiedener Parameter in der Gleichung untersucht
werden.

Wir beginnen mit der Normalparabel (Abbildung 16):
fi(x) = 2?

Sie bildet fiir die nun folgenden Untersuchungen die Ausgangsbasis.

Nun werde eine Konstante addiert:
f2 (J}) = LE2 + 2

Zu jedem Wert, den f; einem Wert von x zuordnet, wird 2 addiert. Somit sind alle Werte,
die fs zuordnet, um 2 grofler als jene, die fi zuordnet. Der Graph von fs ist daher gegeniiber
dem Graphen von f; um +2 in Richtung der Ordinate verschoben (Abbildung 17). Die Ver-
schiebung erfolgt also um den Wert der additiven Konstante.

Nun werde direkt zu x eine Konstante addiert, so dass die entstehende Summe quadriert
wird:

fs(x) = (z —3)?

43



Abbildung 17: fi(x) = 2? (schwarz) und die in Richtung der Ordinate verschobene Parabel
fa(x) = 22 +2 (rot)

Wenn man fiir z Zahlen einsetzt, die um 43 grofler sind als jene, die man in der Normalparabel
f1 fiir = einsetzt, ordnen f; und f3 diesen Zahlen die gleichen Werte zu. Das bedeutet: Der
Graph der Funktion f3 ist gegeniiber dem Graphen von f; um +3 in Richtung der Abszisse
verschoben (Abbildung 18). Die Verschiebung in Richtung der Abszisse entspricht also dem
Negativen der zu x addierten Zahl.
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Abbildung 18: fi(z) = #? (schwarz) und die um +3 in Richtung der Abszisse verschobene
Parabel f3(z) = (z — 3)? (rot)

Kombiniert man die beiden Arten von Verschiebungen, ergibt sich eine Funktion der Art

fa(z) = (z +2.5)2 -1

Diese Parabel ist in Richtung der Abszisse um —2.5 und in Richtung der Ordinate um —1
verschoben (Abbildung 19).

Abbildung 19: Normalparabel f;(z) = 22 (schwarz) und verschobene Parabel
fa(x) = (z +2.5)% — 1 (rot)
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Als Nichstes wird die Wirkung von Vorfaktoren von x? untersucht. Der einfachste Vorfaktor
ist —1:

fo(x) = —a

Die Werte, die f5 und f; einem Wert von x zuordnen, unterscheiden sich nur durch das Vor-

zeichen. Der Graph von f5 ist also gegeniiber dem Graphen von f; an der Abszisse gespiegelt
(Abbildung 20).

Abbildung 20: Normalparabel fi(z) = 22 (schwarz) und an der Abszisse gespiegelte Parabel
f5(x) = —a? (rot)

Einen ganz anderen Effekt haben Vorfaktoren, deren Betrag nicht 1 ist. Wir beginnen mit
einem Vorfaktor, deren Betrag grofler als 1 ist.

fo(z) = 222

fe ordnet den Variablenwerten doppelt so groie Zahlen zu wie f;. Das bedeutet: Fiir f1(z) =0
gilt auch fg(z) = 0, fiir alle anderen Werte von x ist der Unterschied zwischen fi(x) und fg(z)
um so grofler, je grofler fi(x) ist. Anders gesagt: Je grofier der Betrag von z ist, desto schnel-
ler steigen die Funktionswerte von fg(x) an. Infolgedessen ist der Graph von fg schmaler als
jener von f1. Man sagt auch: Die Parabel ist gestreckt. Der Vorfaktor 2 wirkt sich demnach
auf die Form der Parabel aus. Abbildung 21 veranschaulicht das.

Der Effekt eines Vorfaktors mit Betrag kleiner als 1 ldsst sich bereits erahnen. Fiir unsere
Untersuchungen betrachten wir folgende Funktion:

fa(x) = %wQ

f7 ordnet den Variablenwerten halb so grofle Zahlen zu wie fi. Fiir fi(x) = 0 gilt wieder
f7z(z) = 0, fiir alle anderen Werte von x unterscheiden sich fi(z) und f7(z) wieder um so
mehr, je grofler fi(z) ist. Dieses Mal nehmen die Funktionswerte von f7(x) langsamer zu
als von fi(z), und der Graph der neuen Parabel ist breiter als jener der Normalparabel f;
(Abbildung 22). Man sagt auch: Der Graph von f7 ist gestaucht.
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Abbildung 22: Normalparabel fi(z) = z? (schwarz) und gestauchte Parabel fr(z) =
(rot)

Nun haben wir das Handwerkszeug, um die Losung quadratischer Gleichungen grafisch zu
interpretieren.
Die Losung der Gleichung

=4

lésst sich somit wie folgt auffassen: Gegeben ist die Funktion
fzx) =22,

Gesucht sind diejenigen Werte von z, denen f den Wert 4 zuordnet, also alle Werte von x,
fiir die

flz) =4
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oder auch
22 =4

gilt. Betrachtet man den Graphen von f(z) in Abbildung 23, so sieht man:

Abbildung 23: Parabel f(z) = 22, f(2) = f(—2) =4 und z; = —2, 2o = 2 markiert
Fiir x = 2 und z = —2 gilt f(z) = 4. Das entspricht genau den Losungen der quadratischen
Gleichung

also

L = {zeR|x=2oderz =—-2}
= {-22}

Analog lassen sich auch die Losungen aller anderen quadratischen Gleichungen grafisch in-
terpretieren.

4.2 Quadratische Ungleichungen

Nachdem wir in diesem Kapitel ausfiihrlich Gleichungen betrachtet haben, wenden wir uns
nun analog zu unserem Vorgehen in Kapitel 3 Ungleichungen zu, und zwar den quadratischen
Ungleichungen.

4.2.1 Grundlagen und Aquivalenzumformungen

Grundlagen
Die Situation bei quadratischen Ungleichungen ist grundlegend anders als bei linearen Glei-

chungen. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir die Lésungsmengen zweier sehr einfacher
quadratischer Ungleichungen.
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Die erste Ungleichung lautet:

z2>9

Damit sie erfiillt ist, muss
r>3 oder z< -3

gelten. Die Losungsmenge wird also von Zahlen aus zwei voneinander getrennten Intervallen
gebildet. Dies zeigt die grafische Darstellung in Abbildung 24 sehr deutlich.

1

0.5

-0.5

Abbildung 24: Losungsmenge der quadratischen Ungleichung 22 > 9

Ganz anders sieht es bei der Ungleichung

aus. Sie wird erfillt fiir alle z mit
r<3 oder z>-3 |,

also
—3<x <3

Hier entspricht die Losungsmenge also den Zahlen eines einzigen zusammenhéngenden Inter-
valls endlicher Breite. Die folgende Grafik in Abbildung 25 zeigt das.

Abhéngig vom Ungleichungszeichen, d.h. der Art der Relation (grofer oder kleiner) erhal-
ten wir also Losungsmengen vollkommen unterschiedlicher Struktur und somit folgende zwei
Falle:

1. Full: Es gelte

z2>9

Die moglichen Werte von x sind Elemente zweier voneinander getrennter Bereiche. Die
Losungsmenge der Ungleichung ist daher die Vereinigungsmenge dieser zwei Teilmengen.
Dies lisst sich auf zwei dquivalente Arten und Weisen schreiben:

L = {z€R|x >3 oder x< -3}
= {zeR|z>3}U{reR|z < -3}
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05

05

Abbildung 25: Losungsmenge der quadratischen Ungleichung z? < 9

2. Fall: Nun gelte
z? <9

Die Werte von x, die diese Ungleichung erfiillen, sind Elemente eines einzigen zusammenhén-
genden Bereiches. Somit lautet die Losungsmenge:

L={zeR|-3<z<3}

Dieser Sachverhalt wird spéter beim Bestimmen der Losung quadratischer Ungleichungen
und deren graphischer Darstellung eine wichtige Rolle spielen.

Aquivalenzumformungen und Umformungen

Zur Losung quadratischer Ungleichungen benétigt man nicht nur die bereits von den linea-
ren Ungleichungen bekannten Aquivalenzumformungen Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division, sondern es kommen noch die Operationen Radizieren (,, Wurzel ziehen“) und Po-
tenzieren hinzu. Allerdings handelt es sich bei diesen nicht mehr um Aquivalenzumformungen.

i) Radizieren

Man radiziert, um Ungleichungen der Art

" >r oder z"<r , melN
zu losen. Der Einfachheit halber betrachten wir im Rahmen dieses Vorkurses nur die Félle
n = 2 und n = 3. Prinzipiell kann der Exponent natiirlich eine beliebige reelle Zahl sein, doch
in diesem Fall miissten wir erst die Eigenschaften reeller Funktionen eingehender studieren.

Die Art der Losungsmenge und der Umgang mit dem Ungleichungszeichen hingen vom Ex-
ponenten ab. Hat der Exponent n den Wert n = 2, wird zur Bestimmung von x eine Quadrat-
wurzel gezogen. In diesem Fall ergeben sich eine positive und eine negative Losung. Ein Blick
auf die Losung der zu Beginn dieses Abschnitts untersuchten Ungleichung x? > 9 zeigt, dass
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sich eine Faustregel formulieren lésst: Bei der positiven Losung bleibt das Ungleichungszei-
chen erhalten, bei der negativen muss es umgedreht werden. Abhéngig von der urspriinglichen
Relation ergibt sich dann eine Losungsmenge, die aus zwei getrennten Bereichen oder aus ei-
nem einzigen zusammenhéngenden Bereich besteht.

Beispiel 1:
Die Ungleichung
22 < 81
hat die positive Losung
<9
und die negative Losung
z>-9 |
was sich auch in der Form
—-I9<xr<9
wiedergeben lésst.
Demgegeniiber besitzt die Ungleichung
22 >4
die positive Losung
x> 2
und die negative Losung
T < =2

Hier ergeben sich also zwei voneinander getrennte Bereiche.

Hat der Exponent n hingegen den Wert n = 3, wird zur Bestimmung von x eine dritte Wurzel
gezogen, und das Ungleichungszeichen bleibt erhalten.

Beispiel 2:
Die Ungleichung
3> 8

fihrt auf die Losung

x> 2
Analog erhélt man fiir die Ungleichung

3 < =27
die Losung

T <=3

Wir fassen das Gelernte wieder in wenigen Merksétzen zusammen.

Radizieren der beiden Seiten einer Ungleichung

Wird beim Losen einer Ungleichung eine Quadratwurzel gezogen, erhélt man eine positive
und eine negative Losung. Bei der positiven Losung bleibt das Ungleichungszeichen erhalten,
bei der negativen wird es umgedreht.

Wird beim Lésen einer Ungleichung eine dritte Wurzel gezogen, so bleiben Vorzeichen und
Ungleichungszeichen erhalten.
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ii) Potenzieren

Beim Potenzieren von Ungleichungen ist die Situation wesentlich komplizierter. Damit die
Problematik deutlich wird, betrachten wir ein paar einfache Zahlenbeispiele.
Wir beginnen mit zwei positiven Zahlen. Es gilt

3<5H
Quadriert man diese Ungleichung, ergibt sich
9<25

Das Ungleichungszeichen bleibt also erhalten.
Anders ist die Situation im Falle zweier negativer Zahlen:

—4 < -3
Quadrieren fithrt ndmlich auf die Relation
16 > 9

Hier muss man also das Ungleichungszeichen umdrehen.

In diesen Fillen ist auf den ersten Blick zu sehen, wie mit dem Ungleichungszeichen umgegan-
gen werden muss. Sobald aber die beiden Seiten der Ungleichung unterschiedliche Vorzeichen
besitzen, wird die Sache komplizierter.
Beginnen wir mit

—-3<5

Nach Quadrieren erhalten wir
9 <25

Da der Betrag der negativen Zahl kleiner als der Betrag der positiven Zahl ist, bleibt das
Ungleichungszeichen erhalten.
Im Fall von

-5 <2

hingegen liefert Quadrieren
25 >4

Da der Betrag der negativen Zahl grofer als der Betrag der positiven Zahl ist, muss man das
Ungleichungszeichen umdrehen.
Der dritte Fall ist

-5 <5h

Hier ergibt sich nach Quadrieren
25 =25

Da die Betriage von negativer und positiver Zahl gleich sind, erhéilt man nach dem Quadrieren

eine Gleichung.

Diese Reihe verschiedener Fille muss nur beim Potenzieren mit geraden Exponenten un-
terschieden werden, da das Ergebnis einer solchen Potenz stets positiv ist. Bei ungeraden
Exponenten tritt diese Situation nicht auf. Um das zu veranschaulichen, betrachten wir die
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oben verwendeten fiinf Ungleichungen noch einmal der Reihe nach, erheben sie aber nun in
die dritte Potenz.

Aus
3<5
folgt
27 < 125
Enstprechend folgt aus
—4 < -3
nach Potenzieren
—64 < =27
Als Drittes betrachten wir
-3<5
Hieraus folgt
—27 < 125
Aus
—-5<2
erhalten wir
—-125 <8
Die letzte Ungleichung
-5<5
liefert
—125 < 125

Das Ungleichungszeichen bleibt also immer erhalten.

Wir fassen nun noch einmal zusammen, was verstanden sein sollte:

Potenzieren von Ungleichungen

1) Potenzieren mit geraden Exponenten

Abhéngig davon, welches Vorzeichen und welche Betrige die beiden Seiten der Ungleichung
besitzen, konnen drei Falle auftreten:

Das Ungleichungszeichen

— bleibt erhalten.

— muss umgedreht werden.

— muss durch ein Gleichheitszeichen ersetzt werden.

Man muss also eine genaue Fallunterscheidung vornehmen und darf die Ungleichung nicht
einfach quadrieren.

2) Potenzieren mit ungeraden Exponenten

Das Ungleichungszeichen bleibt stets erhalten.

Am Ende dieses Abschnitts machen wir noch einen kleinen Exkurs und werfen einen Blick
auf das Potenzieren von Ungleichungen, in denen Variablen aufteten. Dabei sind nur die Félle
gerader Exponenten interessant, da im Fall ungerader Exponenten das Ungleichungszeichen
immer erhalten bleibt. Der Einfachheit halber untersuchen wir nur, was beim Quadrieren
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einer solchen Ungleichung geschieht.

Aus
T >3
folgt
22>9
Auch aus
r < —3
folgt
z2>9
Gilt aber
<3
so muss man drei Falle unterscheiden.
Fir
—3<r<3
folgt
22 <9
Fir
T < —3
folgt
22> 9
Der Fall
r= -3
liefert
2 =9

Ahnlich kompliziert wird es bei der Ungleichung

T > —3
Fir
—3<xr <3
folgt
22 <9
Im Fall von
T >3
ergibt sich
22> 9
Fir
r=3
erhilt man
22=9

Wir sehen: Die Sache ist diffizil. Man muss sehr sorgfiltig die verschiedenen Fille untersuchen.
Dies Beispiel soll einen kleinen Einblick geben, vertiefen werden wir das Thema an dieser
Stelle aber nicht. Statt dessen wenden wir uns der grafischen Darstellung von Losungen
quadratischer Ungleichungen zu.
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4.2.2 Grafische Darstellung

Wir wollen nun die Losung quadratischer Ungleichungen grafisch darstellen. Eine sehr einfache
Form haben wir bereits zu Beginn von Abschnitt 4.2.1 kennen gelernt, ndmlich die Darstellung
auf der reellen Zahlengeraden.

Dariiber hinaus gibt es aber noch eine weitere Moglichkeit. Zur Erklarung betrachten wir die

Ungleichung
2

T >4
Man fasst nun z2 als Funktion von z auf:
fz) =2
Dann ist die Ungleichung
22 >4

aquivalent zu der Aussage: Fiir welche Werte von z sind die Funktionswerte von f(x) groBer
als 47 Abbildung 26 veranschaulicht das Ergebnis:

Abbildung 26: Losungsmenge der quadratischen Ungleichung z? > 4

Wenn z < —2 oder & > 2 gilt, ist die Ungleichung 2% > 4 erfiillt. Die entsprechenden Bereiche
auf der Abszisse und dem Graphen sind rot markiert. Die Losungsmenge der Ungleichung ist
also

L={zxeR|z<-2}U{zeR|z>2}

Die Losung der Ungleichung
x? <1

ergibt sich analog und ist in Abbildung 27 dargestellt.
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Abbildung 27: Losungsmenge der quadratischen Ungleichung z? < 1

Fiir die Losungsmenge gilt also

L={zcR|-1<z<1}

Zum Abschluss diese Kapitels betrachten wir noch zwei verschobene Parabeln 2. Grades.
Beispiel 3: Zu l6sen ist
(z+3)?2—1>3

Gefragt ist also: Wann sind die Funktionswerte einer Normalparabel, die in Richtung der
Abszisse um -3 und in Richtung der Ordinate um -1 verschoben wurde, gréfler als 37
Zuerst 16sen wir das Problem rechnerisch.

(x+3%*-1 > 3 |+1

(x+3)?2 > 4
Dies fiihrt auf zwei Félle:
1. Full: Es ergibt sich
z+3 > 2
z > -1
2. Fall: Nun ergibt sich
r+3 < -2
r < =5
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Insgesamt besitzt die Ungleichung demnach die Losungsmenge
L={zeR|z<-5}U{zreR|z> -1}

Die zeichnerische Losung ist in Abbildung 28 dargestellt.

Abbildung 28: Lésungsmenge der quadratischen Ungleichung (z + 3)2 —1 > 3

Beispiel 4: Gesucht ist die Losung der Ungleichung

—2? -2 +1> -2

Es folgt
—(z*+2r—-1) > -2 (ausgeklammert)
(2?2 +1-1-1) > =2 (quadratische Ergénzung gebildet)
—(z+1)%*+2 > -2 |-2
~(z+1? > 4 |- (-]
(z+1)? < 4

Dies fiihrt wieder auf zwei Félle.
1. Full: Hier ergibt sich

r+1 < 2

r<1
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2. Fall: Nun gilt

Also erhalten wir als Losungsmenge
L={zeR|-3<z<1}

Fiir die zeichnerische Losung verwenden wir die in der dritten Zeile der Rechnung gewonnene
Darstellung der Ungleichung. Demnach lautet die betrachtete quadratische Funktion

flx)=—(x+1)2+2 |

und die Frage lautet: Fiir welche z sind die Funktionswerte grofler oder gleich -27 Die Grafik
in Abbildung 29 veranschaulicht das Ergebnis.

3 ! !

Abbildung 29: Losungsmenge der quadratischen Ungleichung —z? — 2z +1 > —2
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5 Potenzrechnung, Exponentialfunktionen, Logarithmen

5.1 Potenz- und Wurzelrechnung
5.1.1 Potenzrechnung

i) Rechenregeln

Die Potenzrechnung ist in der Mathematik grundlegend, und man muss sie genauso gut
beherrschen wie das kleine Einmaleins. Im Folgenden werden die Rechenregeln zuerst an-
schaulich hergeleitet und anschlieflend in allgemeiner Form zusammengefasst.

Multiplikation zweier Potenzen mit gleicher Basis
Das Produkt

a?-a?
soll berechnet werden. Anschaulich bedeutet dieser Term: Zwei Faktoren a werden mit drei
Faktoren a multipliziert, so dass ein Produkt aus fiinf Faktoren a entsteht. Das Ergebnis ist
somit eine Potenz, deren Exponent sich aus der Summe der Exponenten der beiden Aus-
gangspotenzen ergibt. Also:

Division zweier Potenzen mit gleicher Basis
Der Quotient

muss berechnet werden. Schreibt man die Potenzen als Produkte, so stehen im Z&hler sieben
Faktoren a und in Nenner fiinf. Diesen Bruch kann man durch Kiirzen vereinfachen; dadurch
bleiben im Nenner eine Eins und im Zé&hler zwei Faktoren a stehen. Die Anzahl der iibrig
bleibenden Faktoren a entspricht also der Differenz der Faktorenanzahlen aus Zihler und
Nenner. Somit ist das Resultat eine Potenz, deren Exponent der Differenz der Exponenten
der gegebenen Potenzen entspricht. Also gilt:

Potenzieren eines Produktes; Produkt zweier Potenzen mit gleichem FExponenten
Das Produkt
(a-b)’

soll bestimmt werden. Dieses Produkt lsst sich wie folgt umschreiben:
(a-b)2=a-b-a-b

Nach Sortieren der unterschiedlichen Faktoren und anschlieendem Zusammenfassen ergibt
sich:
(a-b)?=a-b-a-b=a-a-b-b=a> b

Werden also Produkte potenziert, so kann der Exponent an die einzelnen Faktoren gezogen
werden.

Potenzieren eines Quotienten; Quotient zweier Potenzen mit gleichem Ezponenten
Bei der Berechnung des Terms
an 2
%)
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kann wie bei der Berechnung der Potenz eines Produktes vorgegangen werden. Somit ergibt
sich:

Potenzieren einer Potenz
Nun soll die folgende Potenz bestimmt werden:

(a*)?
Nach der Definition der Potenz handelt es sich hier um ein Produkt aus drei Faktoren a?:
(a2)3 — a2 X CL2 X a2

Das Produkt besteht also aus 3 mal 2 Faktoren a. Somit miissen die beiden Exponenten 2
und 3 miteinander multipliziert werden, und es gilt:

(a2)3 :a2.a2 'a2 :a2-3 :aﬁ

Potenzen mit negativem Exponenten
Die Potenz
a4
ldsst sich in eine Potenz mit positivem Exponenten umschreiben, indem man die Potenz in

den Nenner schreibt: )
-4 L
4

a =
a

Allgemein kann man sagen: Wird eine Potenz auf die andere Seite des Bruchstriches geschrie-
ben (also statt in den Zéhler in den Nenner und umgekehrt), so dndert sich das Vorzeichen
des Exponenten.

Zusammengefasst gilt also:

Potenzrechnung: Rechenregeln

Es seien a,b,n,m € IR und a,b > 0. Dann gilt:

am X an _ an—l—m
a” _
il
a
(@-b)" = da"-b"
3 = &
b o
1
- _
a = =
@ =1
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ii) Wichtige Hinweise

An dieser Stelle sollen einige wichtige Bemerkungen gemacht werden, um auf typische und
haufig gemachte Fehler hinzuweisen. Priagen Sie sich also die folgenden Hinweise bitte gewis-
senhaft ein!

Tritt die Zahl Null innerhalb einer Potenz auf, so unterscheiden sich die Ergebnisse abhéngig
von der Position, in der die Null auftritt:

0 =0 49 =1 00=1

Besonderes Augenmerk gilt der Potenz 0°. Als einfache Faustregel kann man sich merken:
Die Null im Exponenten ist entscheidend. Der préizise mathematische Beweis geht aber weit
iiber den Rahmen des Vorkurses hinaus.

Terme wie a* und 4a sollten dringend sprachlich auseinandergehalten werden, um Missver-
sténdnisse und Fehler zu vermeiden:

@ = a-a-a-a »4 Faktoren a*

4da = a+a+a+ta 4 mal a“

Schliefflich soll noch auf einen wichtigen Punkt im Zusammenhang mit algebraischen Ver-
kniipfungen von Potenzen hingewiesen werden. Es gilt:

a2+a3 = a-at+a-a-a

a5 = a-a-a-a-a

Offensichtlich handelt es sich hier um zwei vollig verschiedene Ergebnisse. Potenzen, die die
gleiche Basis besitzen, aber verschiedene Exponenten konnen also nicht addiert werden! Ins-
besondere konnen nicht einfach die Exponenten addiert werden.

iii) Zehnerpotenzen und Prifixe

Betrachten wir nun die Potenzen von Zehn in Potenz- und Dezimalbruchschreibweise:

100 = 102
10 = 10!
1 = 10°
m—1W—i
R 10
0m—1W—i
R 102
Somit gilt:
1
0.04 —
#m
1 4
04 = 4.001=4-— = —
0-0 00 100~ 100
74
0.74 = —
100
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5.1.2 Wurzelrechnung

Die Wurzelrechnung ist eigentlich gar kein neues Thema, sondern lisst sich vollstandig auf die
Potenzrechnung zuriickfithren. Daher wird der Zusammenhang zwischen Potenzrechnung und
Wurzelrechnung kurz plausibel gemacht und dann eine Zusammenstellung der Rechenregeln
angefiigt.

Man kann eine Wurzel in eine Potenz umschreiben. So gilt:

In der entstandenen Potenz taucht also ein Bruch im Exponenten auf: Im Nenner dieses Bru-
ches steht der Typ der Wurzel und im Zihler der Exponent der im Radikanden aufgefiihrten
Potenz.

Diese Umschreibung lasst sich leicht plausibel machen. Dazu betrachten wir verschiedene
Potenzen von 4:

4?2 = 16
4t = 4
49 = 1

Die Zahl 2 nun liegt zwischen 4 und 1 und ergibt sich durch Berechnung von v/4. Somit ist
es plausibel, die Quadratwurzel in eine Potenz mit Exponent % umzuschreiben, denn sowohl
der Exponent % und als auch das Ergebnis 2 fiigen sich in die Reihe der Potenzen von 4 und
deren Potenzwert ein:

42 = 16

LS
Sl —
(I

Abschlieflend folgen die Rechenregeln fiir Wurzeln.

Wurzelrechnung: Rechenregeln

Es seien a,b € IR (a,b > 0) und n,m € IN. Dann gilt:

3
)
S8

I

3

3
S| o3
Il
= =
Q
(ol
o
B
3
Py
/IL
Q
3=
Il
Q
=
s‘“

3
)
3
Il
IS]
3
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5.2 Exponentialfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Exponentialfunktion befassen. Da sich die Eigen-
schaften einer reellen Funktion sehr gut anhand einer konkreten Anwendung begreifen lassen,
beginnen wir mit einem Beispiel.

Jemand hat 300 EUR gespart. Fiir die Geldanlage existieren zwei Alternativen:
1) Jedes Jahr wird die Sparanlage um 50 EUR erhoht.

2) Jedes Jahr wird die Sparanlage um 10% erhoht.

Welche Anlage ist giinstiger?

Um dies zu beurteilen, stellen wir in beiden Fillen die Gleichung der Funktion auf, die die
jeweilige Anlageform beschreibt.

Fall 1:
Nach 0 Jahren sind 300 EUR vorhanden. Mit jedem weiteren Jahr kommen 50 EUR hinzu,
nach x Jahren also 50 - © EUR. Somit gilt:

f(z) = 50z + 300
Es wird also immer ein fester Betrag addiert. Daher handelt es sich um ein lineares Wachstum.
Fall 2:

Um den Funktionsterm herzuleiten, gehen wir schrittweise vor. Fiir jedes Jahr bestimmen
wir den neuen Sparbetrag.

Jahr O: 300
10
hr 1: —
Jahr 300 + 100 300
10
- 300(1 —):300-1.1
+ 100
10 10 10
hr 1: <1 ) . <1 —
Jahr 300( 1+ 100) —1-100 300( 1+ 100)
ausklammern ausklammern
- 300(1+£) (1+£)
N 100 100
—_——
ausgeklammert
10 \2
- 300(1 ) = 300.1.12
+ 100)

Man erkennt: Die Anzahl Jahre und der Exponent der Klammer <1 + %) bzw. des Faktors

1.1 sind gleich. Somit gilt:
f(z)=300-1.1"

Da die Variable x im Exponenten steht, spricht man von einer Exponentialfunktion.

Nun kénnen wir die Ausgangsfrage beantworten. Dazu vergleichen wir fiir beide Anlagefor-
men die Betrdge, die sich nach 2, 5 und 10 Jahren ergeben.

2 Jahre: 1)  f(2) =50-2+4 300 =400
2) f(2) =363
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5 Jahre: 1) f 5
9) f(5) = 483.15

10 Jahre: 1) f(10) =600
2)  f(10) = 778.12

Man sieht: Fiir kleinere Zeitrdume liefert das lineare Wachstum ein hoheres Ergebnis, fiir
groflere Zeitraume hingegen das exponentielle Wachstum.

Nun koénnen wir den allgemeinen Term einer Exponentialfunktion verstehen. Fiir eine sich
exponentiell verindernde Grofle gilt:

Welche anschauliche Bedeutung haben die auftretenden Gréflen?
Wir beginnen mit f(x) und x:

f(x) : GroBle, deren Verdnderung gemessen wird, z.B. Geld, Strahlung
x : In Abhéngigkeit von z erfolgt die Zu- oder Abnahme, z.B. Zeit, Hohe

Als Nichstes betrachten wir die Bedeutung von f(0), f(z) und g¢:

f(0) : Menge, die am Anfang, also fiir x = 0 vorhanden ist
f(x) : Menge, die nach ,,Ablauf“, ,, Verstreichen“ von a vorhanden ist
q : Faktor, der die Zu- oder Abnahme beschreibt
Dabei gilt
=1.06=1+ 0 Zunah 6%
g =1.06= oo Zunahme um 6%
7
g =093=1- 100 Abnahme um 7%

Im Falle einer Zunahme gilt also ¢ > 1, im Falle einer Abnahme ¢ < 1.

Der Funktionsterm einer Exponentialfunktion wird durch die Werte von f(0) und ¢ festge-
legt. Daher lisst er sich auf zwei Wegen bestimmen:

1) f(0) und g sind explizit bekannt.

2) Zwei Wertepaare (z1/f(z1)) und (z2/f(z2)) werden angegeben, so dass sich zwei Glei-
chungen aufstellen und f(0) und ¢ berechnen lassen.

Sehr beliebt ist es, die Exponentialfunktion mit der Basis e anzugeben, wobei e die Eulersche
Zahl darstellt (e ~ 2.718). Dann gilt

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten c.
Der Vorteil dieser Darstellung der Exponentialfunktion liegt in sehr angenehmen mathema-
tischen Eigenschaften der Funktion e* begriindet.

Nun untersuchen wir eine weiterfithrende Problemstellung. Dazu betrachten wir den Zerfall
eines radioaktiven Jodisotops, das eine Halbwertszeit T von rund 7 d besitzt. Zu Beginn der
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Messung seien 80 g Jod vorhanden. Wieviel Jod gibt es noch nach 14 Tagen?
Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir schrittweise vor. Wir starten mit x = 0:

Start:  f(0) =80

Nach einer Woche ist genau eine Halbwertszeit verstrichen. Somit hat sich die vorhandene
Jodmenge halbiert, und es gilt:

1. Woche:  f(1) = 80- <1>1 — 40

2
Nach 2 Wochen ist eine weitere Halbwertszeit vergangen. Also gilt:
1 1 1\2
2. Woche: (1) = 80 - (§> : (§> — 80 <§> — 20

Die Anzahl vergangener Wochen ist also gleich der Zahl verstrichener Halbwertszeiten und

daher gleich dem Exponenten von ().

Wenn x die Anzahl verstrichener Halbwertszeiten Ty angibt, kann man also schreiben:

1INz

f@)=50-(3)
Es interessieren allerdings auch Zeitriume, die keinen ganzzahligen Vielfachen der Halbwerts-
zeit Ty entsprechen. So kann man sich z.B. die Frage stellen, wieviel Jod noch nach 10 Tagen
vorhanden ist. Wie geht man dann vor?
Um dies herauszufinden, untersuchen wir wieder die Zeitraume von 1 Woche und 2 Wochen,
jedoch soll die Variable der Funktion f diesmal die Anzahl verstrichener Tage angeben.
Bei der Berechnung der nach 1 Woche vorhandenen Jodmenge, d.h. bei f(7), taucht daher
eine Potenz von (%) auf, die den Exponenten 7 besitzt. Damit sich die gleiche Jodmenge
ergibt wie in dem Fall, in dem die Variable der Funktion die Anzahl Halbwertszeiten zéhlt,
muss die 7 noch durch die Halbwertszeit Ty = 7 dividiert werden. Also gilt:

rm =s0-(3)'

Nach zwei Wochen, also nach 14 Tagen und zwei verstrichenen Halbwertszeiten, ergibt sich:

F£(14) = 80. (%)_

Somit kann man den Zerfall des Jods wie folgt beschreiben:

f=s0- (37

mit
t . Zeit
Ty : Halbwertszeit

und somit

T Anzahl verstrichener Halbwertszeiten
H
Die Ausgangsfrage, wieviel Jod noch nach 10 Tagen vorhanen ist, kann also nun geklért
werden:

10

F(10) = 80- (%) T

~ 29.72
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Allgemein wird ein exponentieller Prozess somit durch folgende Funktion beschrieben:

mit
mit Ty : Halbwertszeit, Drittelungstiefe, Vervierfachzeit ...

Zum Ende dieses Kapitels wenden wir uns noch einer weiteren Variante von Problemstellung
zu. Diesmal untersuchen wir den Zerfall von 37Cs. Dessen Halbwertszeit Ty betrigt etwa
Ty = 30y. Zu Beginn der Messung seien 180mg vorhanden. Wann existieren weniger als
5mg von 37Cs? Einsetzen in die Exponentialfunktion liefert:

1\ 30
5::180-<—>
2

Gesucht ist £. Um nach ¢ ausfzultsen, benotigt man Logarithmenrechnung. Daher wenden
wir uns im néchsten Kapitel diesem Thema zu.

5.3 Logarithmen
i) Grundlagen

Zu Beginn kldren wir einige mathematische Begriffe. Dazu betrachten wir die Gleichung
28 =38
Die hier auftretenden Grofien bezeichnet man wie folgt:

23 Potenz
Potenzwert
Basis

Exponent oder Logarithmus

Tritt in der o.g. Gleichung eine Unbekannte auf, so ist zu ihrer Bestimmung abhéngig von
ihrer Position eine andere Rechenoperation notwendig:

2 = potenzieren
=8 Wurzel ziehen, radizieren
27 =8 logarithmieren

Wir formulieren nun die Gleichung
2> =38

so um, dass das Hauptaugenmerk dem Exponenten gilt:
Der Exponent, der zu der Basis 2 gehort, so dass der Potenzwert 8 ist, ist 3.
Der Exponent der Basis 2 fiir den Potenzwert 8 ist 3.

Der Logarithmus zur Basis 2 von 8 ist 3.

log,(8) = 3
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ii) Rechenregeln

Die Rechenregeln fiir Logarithmen lassen sich direkt aus den Rechenregeln fiir Potenzen
herleiten.
Die Gleichung

72 . 73 — 72+3
zeigt: Der Logarithmus zu einer definierten Basis von einem Produkt aus Potenzen ist gleich
der Summe der Logarithmen der einzelnen Potenzen. Somit gilt:

log,(z - y) = log,(x) + log,(v)

Aus 0
7_ _ 79—3
73
erkennt man: Der Logarithmus zu einer definierten Basis von einem Quotienten aus Potenzen

ist gleich der Differenz der Logarithmen der Einzelpotenzen. Das bedeutet:
x
log, (§> = log, () —log,(y)

Wegen
(43)2 — 43-2

gilt: Eine Potenz wird hoch eine weitere Zahl genommen, d.h. eine Potenz wird potenziert.
Der Logarithmus des Frgebnisses ist gleich dem Produkt aus dem Logarithmus der Potenz
und der Zahl, mit der die Potenz potenziert wurde. Also:

loga(xr) =T loga(x)

Als Faustregel sagt man hier auch: Wird der Logarithmus einer Potenz gebildet, kann der
Exponent als Faktor vor den Logarithmus gezogen werden.

Wir fassen die Regeln noch einmal zusammen:

Logarithmenrechnung: Rechenregeln
Es seien 7,y € RT, r € R und a € R" \ {1}. Dann gilt:

IOga(l' . y) = IOga(l') + loga(y)
log, (7) = log,(x) —log,(y)

10ga(:L‘T) = T'loga(l‘)

<8

Der Logarithmus zur Basis 10 wird als dekadischer Logarithmus bezeichnet und der Loga-
rithmus zur Basis e als natiirlicher Logarithmus. Fiir beide sind Abkiirzungen gebréuchlich:
logip(z) = lg(z)
log,(x) = In(z)

Ein Logarithmus zu einer beliebigen Bais a kann leicht in einen Logarithmus beziiglich einer
anderen Basis b umgerechnet werden. Es gilt:

_ logy(z)

log,(z) = logy(a)

67



Am gebréduchlichsten ist die Umrechnung in den dekadischen und den natiirlichen Logarith-
mus:

loga('x) = ) = ln(a)

Nun konnen wir das zum Ende des letzten Kapitels formulierte Problem mit 37Cs losen. Zur
Erinnerung: Das radioaktive Isotop '37Cs besitzt eine Halbwertszeit Ty von rund Ty = 307.
Zu Beginn der Messung seien 180 mg vorhanden. Wann existieren weniger als 5mg? Das fiihrt

auf die Gleichung;:
1 t
5-180-(5)"

2
Gesucht ist t. Es folgt:

@ = 0.530
% — 0.53
¢ 1
= = lozos (%> - 30
1
= 30 10g0.5 <%)
1
()
- 1g(0.5)
t ~ 155.10y

Dieses Ergebnis illustriert, warum auch heute noch, so viele Jahre nach dem Reaktorunfall
von Tschernobyl, frei wachsende Pilze aus dem Bayerischen Wald oder das Fleisch von Wild-
tieren signifikant radioaktiv belastet sind.

Werfen wir noch einmal einen Blick auf den Rechenweg. Wir haben eine Gleichung gelost,
bei der die Unbekannte im Exponenten steht. Eine solche Gleichung bezeichnet man als Ex-
ponentialgleichung. Dies leitet direkt zum néchsten Kapitel iiber, das sich ausschliefllich der
Losung von Gleichungen diesen Typs widmet.

5.4 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen treten in vielen Bereichen auf. So haben wir Ende des letzten Kapi-
tels eine einfache Gleichung dieses Typs aus dem Bereich der Kernphysik kennen gelernt und
gelost. Dartiber hinaus gibt es aber noch viele andere Anwendungen, in denen Exponential-
gleichungen eine wichtige Rolle spielen. Um dies zu illustrieren, werden im Folgenden drei
konkrete Beispiele betrachtet.

Das erste Beispiel stammt aus dem Finanzsektor. Jemand besitzt zwei Sparvertrige. Der
erste wurde mit einem Startkapital von 1000 EUR begonnen und liefert 2% Zinsen. Mit dem
zweiten ist ebenfalls ein Zinssatz von 2% verkniipft, aber er begann 5 Jahre spéter, und
das Startkapital betrdgt 1500 EUR. Wann sind mit beiden Vertrigen zusammen 4000 EUR
angespart?

Die Entwicklung des Kapitals K in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ beschreibt folgende Gleichung:

K(t) = 1000 -1.02" + 1500 - 1.02°° fiir t > 5
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Der erste Summand gibt den Beitrag des ersten Sparvertrages wieder und der zweite Sum-
mand den Beitrag des zweiten Sparvertrages. Die Bedingung ¢t > 5 ist notwendig, weil der
zweite Vertrag 5 Jahre spéter startete. Die Gleichung ergibt also nur einen Sinn, wenn t > 5
gilt, da andernfalls nur der erste Sparvertrag existiert.

Diese Gleichung werden wir am Ende des Kapitels noch 16sen.

Das zweite Beispiel ergibt sich durch eine leichte Abwandlung aus dem ersten, und zwar sollen
nun die Zinssétze unterschiedlich sein. Dies fiithrt auf die Gleichung:

K(t) = 1000 - 1.02" 4 1500 - 1.03"™° fiir t > 5

Diese vermeintlich kleine Anderung erschwert das Auffinden der Losung erheblich. Daher
werden wir im Vorkurs nicht mehr auf den Losungsweg eingehen.

Als Drittes betrachten wir ein Beispiel aus dem Bereich der Kernphysik. Die Funktion f(¢)
beschreibe die Gesamtmenge zweier radioaktiver Isotope in Abhéngigkeit von der Zeit t.
Dabei habe das eine Isotop eine Halbwertszeit von 30y, und es liegen zu Beginn 300 g vor,
vom zweiten Isotop sind anfangs 200 g vorhanden, und es besitzt eine Halbwertszeit von 70y.
Das fiithrt auf folgende Funktion f(t):

F(t) =300 0.530 + 200 - 0,570

Das Ermitteln der Losung dieser Gleichung ist wie schon beim zweiten Beispiel nicht mehr
einfach zu bewerkstelligen und geht iiber den Rahmen des Vorkurses hinaus.

Wir werden nun drei verschiedene Losungswege von Exponentialgleichungen betrachten. Wir
beginnen mit der einfachsten Variante. Gegeben ist:
5273 _ 5l

Da zwei Potenzen gleich sind, deren Basen ebenfalls iibereinstimmen, miissen auch die Ex-
ponenten gleich sein. Somit gilt:

2r—3 =1
2x

Tr =

Fin bisschen schwieriger ist die folgende Gleichung;:
92742 = 27

Die Basen der Potenzen sind nun verschieden, jedoch lassen sich beide Potenzen leicht in
andere Potenzen mit gleicher Basis umschreiben. Das liefert:

(32)2m+2 — 33
Nun miissen wieder die Exponenten gleich sein, und es ergibt sich:

2(2x 4+ 2)
dr+4 =

r = —=
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Als Drittes betrachten wir folgende Gleichung:
7{[—1 — 3 . 5ZB

In diesem Fall sind die Basen aller auftretenden Potenzen unterschiedlich und lassen sich
auch nicht in andere Potenzen mit gleicher Basis umschreiben. Der einzige Weg, an die im
Exponenten stehende Unbekannte heranzukommen, ist daher, beide Seiten der Gleichung zu
logarithmieren. Welchen Logarithmus man dabei verwendet, ist unerheblich. An dieser Stelle
wird der dekadische Logarithmus eingesetzt. Somit gilt:

lg(7"71) =1g(3 - 57)
Anwenden der Logarithmengesetze liefert
(z —1)1g(7) =1g(3) + = 1g(5)

Offensichtlich haben wir es nun lediglich noch mit einer linearen Gleichung in = zu tun.
Ausmultiplizieren der Klammer auf der linken Seite liefert:

xlg(7) —1g(7) = 1g(3) + z1g(5)

Nun werden die Summanden so sortiert, dass alle Summanden mit x auf der linken Seite
stehen und alle ohne z auf der rechten:

x1g(7) — 21g(5) = 1g(3) +1g(7)
Ausklammern von x ergibt

z(1g(7) —1g(5)) =1g(3) +1g(7)
Nun wird lediglich noch durch die Klammer dividiert:

1g(3) +18(7)

C T 1g(1) — 1g(5)

Als Dezimalzahl ergibt sich:
x =~ 9.05

Mit diesem Riistzeug in der Tasche konnen wir nun das Problem mit den beiden Sparvertriagen
vom Beginn des Kapitels 16sen. Die Ausgangsgleichung lautet:

4000 = 1000 - 1.02" + 1500 - 1.02¢°
Zur Vereinfachung wird als Erstes durch 500 dividiert:

8 =2.1.02" +3-1.0217°

Ein Zwischenziel auf dem Weg zur Losung ist, gleiche Potenzen zu erzeugen, in denen ¢ im
Exponenten steht. Das ist hier durch Anwenden der Potenzgesetze leicht zu schaffen:

8§=2-1.02"+3-1.02" - 1.027°
Nun wird die Potenz 1.02¢ ausgeklammert:

8 =1.02(2+3-1.027°)
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Division durch die Klammer liefert:

8
1020 = —————
243-1.027°

Nun kénnen beide Seiten der Gleichung logarithmiert werden. Mit Anwendung eines Loga-
rithmengesetzes auf der linken Seite ergibt sich:

8

Nun muss man lediglich noch durch 1g(1.02) dividieren, und die Gleichung ist gelost:

lg (ﬁ )
15(1.02)

Als Dezimalzahl erhalt man:
t~26.67y

71



6 Trigonometrie

6.1 Trigonometrie - Berechnungen

siehe ,, Studienvorbereitungskurs Mathematik* Kapitel 4

6.2 Bogenmaf

siehe ,, Studienvorbereitungskurs Mathematik“ Kapitel 4.1

6.3 Winkelfunktionen
siehe ,,Studienvorbereitungskurs Mathematik* Kapitel 4.1 und 4.2
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7 Aufgaben

1.3 Modellieren mit Termen

1
a

Schreiben Sie als Term mit einer Variablen.
das Dreifache einer Zahl
ein Fiinftel einer Zahl

)
)

)
) eine um 3 vermehrte Zahl

) eine um 5 verminderte Zahl

) das Quadrat einer Zahl

) das um 5 verminderte Dreifache einer Zahl
ein Fiinftel einer um 3 vermehrten Zahl

b
¢
d
e
f
g
h) das Quadrat der um 1 grofleren Zahl

)
)

2) Stellen Sie die entsprechenden Terme auf.

a) Eine Zahl wird mit 7 multipliziert, dann wird 11 subtrahiert. Das Ergebnis wird quadriert
und dann das Doppelte der Zahl addiert.

b) Von einer Zahl wird 5 subtrahiert. Das Ergebnis multipliziert man mit dem um 3 vermin-
derten Doppelten der Zahl. Zum Schluss wird das Quadrat der Zahl addiert.

3) Stellen Sie wieder die Terme auf.

a) Das Produkt aus der Summe der Zahlen a und b und aus b selbst.

b) Die Summe aus dem Quotienten von a und b und dem Quadrat von b.
¢) Die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate von a und b.

d) Das Quadrat der Quadratwurzel aus der Summe von a und b.

e) Die Quadratwurzel aus der Differenz des Quadrates von a und a.

4) Verbalisieren Sie die folgenden Terme wie in Aufgabe 3).
a) a® — b2

2
b) &=

) Nun gemischt...
a) (y—4)> +3y
) Das Produkt aus einem Siebtel der Zahl und dem um 1 verminderten Quadrat der Zahl

¢) (w? 4 4w)?

~—
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1.4 Dezimalzahlen, Rechnungen mit der Zahl Null, Bruchteile

Rechnungen mit der Zahl Null

1) Wie lauten die Ergebnisse?
a)0-5 Db)12:0 ¢)0-0 d)fF e % )F

Bruchteile

2) Geben Sie den beschriebenen Bruchteil an.

a) eine Person von finf

b) Jeden vierten Tag macht Fritzchen einen Backup.

c¢) Laut Verordnung soll ein Medikament alle 8 Stunden eingenommen werden.

d) 3 von 5 Apfeln, die in einem grofien Korb liegen, sind faul.

e) Die Hélfte der unter d) bestimmten Apfelmenge war richtig reif. Welcher Anteil aller Apfel
war faul und gleichzeitig reif?

3) % von 0.024 g Gips werden angeriihrt. Wieviel g sind das?

4) 2 von 3 Personen sind rothaarig. Wieviel Personen sind das? Wieviele Rothaarige gibt es
unter 1500 Personen?

5) % g von 8.104 g Gips werden angeriihrt. Wieviel g sind das?

6) Ein Rad hat einen Umfang von 160 cm. Wie oft dreht es sich auf einer Stecke von 4 km?
7) 4¢g von 96 g werden verwendet. Wieviel g sind das? Welcher Anteil ist das?

8) Wieviele Portionen von 0.2 g kann man aus einer Menge von 12 g herstellen?

9) 40 Personen feiern eine Gartenparty. % der Personen mochten eine Viertelpizza, alle ande-
ren nur eine Achtelpizza. Wieviele Pizzen muss man kaufen?

10) In einen Theatersaal passen 570 Personen. Der Saal ist bereits zu % voll. Wieviele Perso-
nen befinden sich im Saal? Wieviel Sitzpldtze sind noch frei?

11) 200 kg Sand werden in kleine Séckchen gepackt. Wieviel Sand ist in einem Séckchen, wenn
man 400 Sdckchen verwendet?

12) Wieviele Pakete mit einem Dreiviertelpfund Kaffee kann man aus 15 Pfund Kaffee her-
stellen?

13) Miillers fahren in Urlaub. % der 450 km langen Strecke haben sie bereits geschafft. Wie-
viele Kilometer miissen sie noch fahren?

14) 7 von 9 Euro werden verschwendet. Wieviel Euro sind das? Mit wieviel verschwendeten
Euro muss man bei einem Gesamtbetrag von 1800 EUR rechnen?
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15) Jeder siebte Euro wird fiir Socken ausgegeben. Mit welchen Ausgaben fiir Socken muss
man bei einem Gesamtbetrag von 560 EUR rechnen?
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2 Funktionen

1) Geben Sie fiir die beschriebenen Zuordnungen an, ob es sich um eine Funktion oder nur
um eine Relation handelt.

a) Inhaber/in eines Autos — Auto

b) Auto — Inhaber/in laut Fahrzeugschein

c¢) Schwester — Bruder

d) Kind ~ Elternpaar (biologische Eltern)

e) Kind — GroBelternpaar

f) Hohe iiber NN +— Temperatur

g) Hohe iiber NN — Luftdruck

2) Geben Sie fiir die folgenden mittels Gleichungen definierten Zuordnungen an, ob es sich
um eine Funktion oder nur um eine Relation handelt.

3) Geben Sie fiir die folgenden mittels Wertetabellen beschriebenen Zuordnungen an, ob es
sich um eine Funktion oder nur um eine Relation handelt.

a)

z 1]2[3[4]5] 6 |7
F(z) [10 [ 11 [ 20|30 | 40 | 100 | 101
b)

z  |2[2[3]4]10]100 [ 1000
f@) [4]3]1[5|5]| 5| 5

f)y 789101112713

F@) [ 86 |4 |2]4[-6]|-8
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F@) 9|8 [7[6|5]|4]3

4) Geben Sie die folgenden Aussagen in korrekter formaler Schreibweise wieder.

a) Die Funktion f ordnet allen reellen Zahlen negative Werte zu.

b) Die Funktion g ordnet der Zahl 2 den gleichen Wert zu wie die Funktion f an dieser Stelle.
¢) Der von der Funktion g einer Zahl zugeordnete Wert unterscheidet sich von dem von der
Funktion f zugeordneten Wert nur durch das Vorzeichen.

d) Der Wert, den die Funktion f einer Zahl zuordnet, ist viermal so grofl wie der Wert, den
die Funktion f dem doppelten dieser Zahl zuordnet.

e) Der Wert, den die Funktion f der Zahl 34 zuordnet, ist um 12 gréfler als der Wert, den
die Funktion g der Zahl 34 zuordnet.

f) Die Funktionswerte von f sind an jeder Stelle groer als die Funktionswerte von g.

g) Die Funktion f ordnet 3 einen Wert zu. Diesem Wert ordnet die Funktion g den Wert -1 zu.

5) Geben Sie folgende Zusammenhénge in korrekter Fachsprache wieder.
a) h(0) =4
b) h(4) =0
c) h(z) <0
d) 1h(z) = w(x)
e) h(7) = 55
2
£) w(12) = (w(s))
g) h(=3) = —w(=3)
h) h(2z) = w(x)
i) h(w(1)) = h(1)
j) h(w(1)) = w(1)
6) Gegeben ist die Funktion f(z) = 4% — 2. Bestimmen Sie:

L5 0e MmO s T
~— — N~
==
=
_|_

[\

=
|

=
5

7) Gegeben ist die Funktion f(r) = 522
a) Bestimmen Sie f(y).
b) Wie veréndert sich der Funktionswert, wenn die Variable x
i) verdoppelt, ii) verdreifacht, iii) halbiert, iv) um den Faktor a verdndert wird?

8) Die Funktion s beschreibe in Abhéingigkeit von der Zeit ndherungsweise den Weg, den ein
Korper oder ein Objekt zuriicklegt, wenn er auf der Erde frei fillt. Eine suggestive Schreib-
weise wiire also s(t) = 5t2.

Was bedeutet es dann anschaulich, den Wert s(2t) zu bestimmen?
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9) Identifizieren sie #quivalente Funktionen.

a) Gegeben ist die Funktion f(z) = 322 4+ 1 mit z € IR, f(x) € IR. Welche der folgenden
beiden Funktionen beschreiben die gleiche Funktion wie die gegebene Funktion?
g(t) =3t> +1mitt € R, g(t) € R
h(l) =312 +1mit l € N, h(l) € R

b) Gegeben ist die Funktion 2x + 8y = 7. Welche der folgenden Funktionen beschreiben
die gleiche Funktion wie die gegebene Funktion? Alle auftretenden Gréfien seien dabei
reelle Zahlen.

T, +4x9 = 3.5
g(z) =—1z4+12
fle)=T7—-2z

¢) Gegeben ist die Funktion f(x) = (3x)%. Welche der folgenden Funktionen beschreiben
die gleiche Funktion wie die gegebene Funktion? Alle auftretenden Gréfien seien dabei
reelle Zahlen.

9(z) = (32)?
h(y) = 3y°
w(s) = 322

d) Gegeben ist die Funktion s;(v) = 4v? — 3v mit v, s;(v) € IR, i = 1,2,3, 4.
Welche der folgenden Funktionen beschreiben die gleiche Funktion wie die gegebene
Funktion?
so(v+1) =4(v+1)2 = 3(v +1)
s3(v) =4(v+1)2 = 3(v+1)
sqg(v —1) = 4% — 3v

10) Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche falsch?

a) Eine Zuordnung ist nicht notwendigerweise eine Funktion.

b) Wenn eine Zuordnung eine Funktion ist, dann ist sie auch eine Relation.

¢) Ein Synonym fiir Relation ist Funktion.

d) Wenn verschiedenen xz-Werten der gleiche Wert f(z) zugeordnet wird, dann ist es keine
Funktion.

e) Wenn der Graph einer Zuordnung die Ordinate (y-Achse) mehrmals schneidet, dann kann
es sich gegebenenfalls um eine Funktion handeln.

f) Wenn eine Parallele zur Abszisse (z-Achse) den Graph einer Zuordnung mehrmals schnei-
det, dann ist die Zuordnung keinesfalls eine Funktion.

g) Wenn eine Parallele zur Ordinate den Graphen einer Zuordnung mehrmals schneidet, dann
ist die Zurodnung eine Relation.

h) Wenn der Graph einer Zuordnung symmetrisch zur Abszisse ist, dann handelt es sich um
eine Funktion und keine Relation.

11) Die Funktion f beschreibt die Hohe einer Sonnenblume (in Metern) in Abhéngigkeit von
der Zeit t (in Wochen). Geben Sie die folgenden Alltagsformulierungen in formal korrekter
mathematischer Form wieder.

a) Nach zwei Wochen ist die Sonnenblume 0.3 m hoch.
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b) In den ersten fiinf Wochen wéchst die Sonnenblume um 0.6 m.
c¢) Nach 8 Wochen wichst die Sonnenblume nicht mehr. Sie erreicht eine Hohe von 2.20 m.

12) Die Funktion p beschreibt den Luftdruck (in Hektopascal hPa) in Abhéngigkeit von der
Hohe h (in Metern). Wie kann man die folgenden mathematischen Aussagen in Alltagsdeutsch
ausdriicken?

a) p(0) = 1013

b) p(8000) — p(7000) = —73.17

c) p(h) <200 fiir A > 12000

13) Die unten dargestellte Funktion beschreibt die Wachstumsgeschwindgkeit w eines Na-
delbaums (in Metern pro Jahr) in Abhéngigkeit vom Alter ¢ (in Jahren). Geben Sie die
Antworten auf folgende Fragen in formaler mathematischer Form.

a) Wann ist die Wachstumsgeschwindigkeit am grofiten?

b) Wie grof ist die hochste Wachstumsgeschwindigkeit?

c) Wie grof8 ist die kleinste Wachstumsgeschwindigkeit?

d) Wie verdndert sich die Wachstumsgeschwindigkeit zwischen dem 60. und dem 80. Lebens-
jahr des Nadelbaums?

0.9

08 |

1 g

06 |

051

04t

03

027

0.1
0 20 40 60 80 100
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14) Geben Sie fiir die nachstehenden Funktionen g;(x), go(x) usw. in Form einer Gleichung
an, welcher Zusammenhang zwischen diesen Funktionen und der Funktion f(z) besteht.

Die Funktion f(x) werde durch die folgende Wertetabelle charakterisiert:

x 2 [4]6]8]10]
f@) [12][7]3]5] 9 |

g1(x) |24 [ 146 |10 | 18

go(z) | 121713519

g3(z) | 13 | 814610

ga(z) |12 7| 3 | 5|9

gs(x) |11 |62 ]4]8
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3.1 Lineare Gleichungen

3.1.1 Eine lineare Gleichung

1) Eine Grofimutter ist 84 Jahre alt, ihre Enkelin ist 8 Jahre alt.
a) In wie vielen Jahren wird die Grofmutter fiinfmal so alt wie die Enkelin sein?
b) Vor wie vielen Jahren war sie zwanzigmal so alt?

3.1.2 Gleichungssysteme aus linearen Gleichungen

2) a) Verkiirzt man in einem Rechteck die lange Seite um 2 e¢m und verléngert die andere um
2 c¢m, so wichst der Flicheninhalt um 4 em?. Verlingert man beide Seiten um jeweils 3 em,
so wichst der Flicheninhalt um 57 cm?. Wie lang sind die urspriinglichen Seiten?

b) Der Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks betrigt 37 ¢cm. Die Basis des Dreiecks ist um
5 cm kiirzer als die Schenkel. Berechnen Sie die drei Seitenldngen des Dreiecks.

3) Ein Vater hat Haselniisse gepfliickt und in seine beiden Jackentaschen verteilt. Darauf sagt
er zu seinem Sohn: ., Ich habe in der rechten Tasche dreimal so viele Niisse wie in der linken.
Nehme ich aber 30 Niisse von der rechten Tasche in die linke, so befinden sich in der linken Ta-
sche dreimal so viel wie in der rechten.“ Wie viele Niisse hat er urspriinglich in jeder Tasche?

4) In 16 Jahren wird eine Mutter doppelt so alt wie ihre Tochter sein. Zusammen sind beide
heute 40 Jahre alt. Wie alt ist jede?

5) a) Die Summe zweier Zahlen hat den Wert 25, ihre Differenz den Wert 7. Wie heiflen die
beiden Zahlen?

b) Subtrahiert man vom Vierfachen einer Zahl das Dreifache einer zweiten Zahl, so erhéilt
man 18. Addiert man zum Dreifachen der ersten Zahl die Zahl 10, so erhilt man das Vier-
zehnfache der zweiten Zahl.

6) a) Eine zweistellige Zahl wird um 9 gréBer, wenn man ihre Ziffern vertauscht. Ihre Zehner-
ziffer ist halb so grof§ wie ihre Einerziffer. Berechnen Sie die Zahl.

b) Die beiden Faktoren eines Produktes unterscheiden sich um 4. Vermindert man beide Fak-
toren um 3, so nimmt das Produkt um 69 ab. Wie grof3 sind die beien Faktoren?

7) Eine Firma bezieht von zwei Herstellern Mikrochips.

Hersteller A berechnet einen Versandkostenanteil von 10 EUR pro Lieferung und verlangt
fiir jeweils 10 Chips 10 EUR. Hersteller B liefert erst ab einer Bestellung von 40 Chips und
verlangt keine Versandkosten. 40 Chips kosten 30 EUR, fiir jede weitere 10 Chips erhoht sich
der Preis um 20 EUR. Fiir welche Bestellmenge ist die jeweilige Herstellerfirma giinstiger?
Ermitteln Sie die Losung erst rechnerisch und dann grafisch.
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8) Es sollen drei Gleichungssysteme gelost werden.

a) —16y = 4= + 3 b)
—16y = -—562 — 2

= 3r + 4y c) —16 = 4z + 3y
= 3z + 2 —-16 = -—56x — 2y

EN SN}

Man konnte nun stets das Gleichsetzungsverfahren anwenden, da jeweils beide Gleichungen
nach dem gleichen Term aufgelost sind. Ist das immer der sinnvollste Weg, um die Losung
der Gleichung zu bestimmen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

9) Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem mit den Variablen x und y und den
Parametern a und b:

rT—95Y = a
3r+by = 57

Gesucht sind diejenigen Werte der Parameter a und b, fiir die das System
a) die Losung (2;1) hat; b) keine Losung hat; ¢) unendliche viele Losungen hat.

10) Warum ist das folgende Gleichungssystem kein lineares Gleichungssystem?

Ty = 3+2«
20y —8 = 3z

Trotzdem kann man das Gleichungssystem l6sen. Wie gehen Sie vor?
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3.1 Lineare Gleichungen

3.1.3 Grafische Darstellung

1) Zeichnen Sie die folgenden Geraden ohne Wertetabelle und nur mit Hilfe von Steigung und
Ordinatenabschnitt.
Welche Art Geraden liegen bei den Teilaufgaben e) und f) vor?

a) g(x) %x -2
b) g(z) = -4z +1
c) g(x) = 2533 .
d) g(z) =g -5
e) g(xr) =35
f)z=-3

-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -85 © 8.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
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3) Stellen Sie die folgenden Gleichungssysteme grafisch dar und ermitteln Sie die Losung.

a)

2
= -z—3
Y 333
2
Yy = -T+2
b)
3
y = Zx—l
20+ = 8
c)
3r—y = 4
20+8 = Oz
d)
204+ 5y —5 =
5y +2x +10 =

4) Wie veranschaulicht man grafisch eine lineare Gleichung mit drei Variablen? Welche Fille
treten auf, wenn man drei lineare Gleichungen mit drei unbekannten 16sen muss? Argumen-
tieren Sie grafisch!
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3.2 Lineare Ungleichungen

1) Ergénzen Sie das richtige Ungleichungszeichen:
a) —ié o= % , b) (—4)? e (—5)12 c) (—%)3 . (—51)3

2) Wann gilt  a) ab>07 b) —2¢ <07 c) a® < a® oder a® > a® ?

3) Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Ungleichungen.
a) —bx +3 > —17
b) 0.6 — 3z < 3z — 2.4
) —bx—1> —%

4) Welche Zahl kommt jeweils infrage? Losen Sie mit Hilfe einer Ungleichung.
a) Wenn man von 30 eine Zahl subtrahiert, erhélt man mehr als 12.
b) Wenn man zu 12 eine Zahl addiert, erhélt man weniger als 3.

5) Der Umfang eines Rechtecks ist groBer als 20 cm. Die ldngere Seite ist um 2 cm lénger als
die kiirzere Seite. Was kann man iiber die Linge der kiirzeren Seite aussagen?

6) Losen Sie das Zahlenrétsel mit Hilfe einer Ungleichung. Welche Zahlen kommen infrage?
a) Wenn man eine Zahl zu 12 addiert und die Summe durch 5 dividiert, erhdlt man mehr
als 4.
b) Wenn man eine Zahl um 11 verringert und die Differenz mit 7 multipliziert, erhélt man
weniger als 42.
¢) Wenn man das Doppelte einer Zahl von 17 subtrahiert und die Differenz verdreifacht,
erhélt man hochstens 15.

7) Bestimmen Sie die Losungsmenge.
a) (32— 1)(4z +5) < (22 — 6)(3z + 3)
b) (35 +3)(7s +7) < 21s% + 105
¢) (t—=T)?2 < (t+3)(t—3)+2
d) (1 —4v)(1+4v) > (3+2v)(1 —8v) +20

8) Bestimmen Sie die Losungsmenge.
a) 7T—a(x—2) >4
b) (5+¢q)(x —11) > 2
) (4—q)(z+9) <6
d) (p—q)(z+9) <6

9) Bestimmen Sie grafisch die Losungsmenge folgender Systeme aus zwei linearen Unglei-
chungen.

a)
—r+y < =2
—z+y < 4
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4.1 Quadratische Gleichungen

1) Kann y ein Funktionswert von f(z) sein? Entscheiden Sie ohne zu rechnen mit ja oder
nein. Begriinden Sie Thre Antwort.

a)y=0; flz)=(r—-2)%+1

y=-2 fla)=(z+1)?-3

y=1 fl@)=(r+2)?-1
dDy=-5 fl@)=(@-1)>-3

y=02; f(z)=(x+02)*+04

2) Losen Sie die folgenden Gleichungen.
a) x° = 323
b) 23 + 622 = 22

3) Bestimmen Sie den Parameter a so, dass die Funktion nur eine Nullstelle hat.
a) f(x) = (z—1)(z +a)
b) f(z) = (x + 12)(3x — a)

4) Bestimmen Sie die Losungsmenge.

a) Die Differenz der Kehrwerte zweier benachbarter gerader Zahlen ist 2—14.

b) Das Verhéltnis zweier Zahlen ist 2 : 3. Die Summe ihrer Quadrate betrigt 208.

c¢) Das Produkt der Ziffern einer zweistelligen Zahl ist 48. Vertauscht man die Ziffern, so wird
die Zahl um 18 grofier.

d) Die Einerziffer einer zweistelligen Zahl ist der Vorgéinger ihrer Zehnerziffer. Die Zahl selbst
ist um 7 grofler als das Quadrat ihrer Quersumme.

5) Zwei Zahlen unterscheiden sich um 20. Welches der moglichen Zahlenpaare hat das kleinste
Produkt? Wie grof} ist es?

6) Eine Rechteckseite ist 6 cm lang. Die Diagonale ist %—mal so lang wie die andere Seite.
Welchen Umfang hat das Rechteck?

7) Die Diagonale eines Computerbildschirms betrigt 43 Zoll und das Seitenverhéltnis der
beiden Seiten des Bildschirms %. Wie lang sind die Seiten des Bildschirms in em?
Hinweis: Es gilt 1 Zoll = 2.54 c¢m.

8) Losen Sie folgende quadratische Gleichungen.
a) 0 =323+ 222 + o
b) 0 =z* — 1322 + 36
c) 0 = 225 — 2623 + 722
Tipp: Erinnern Sie sich an das, was Sie bei a) und b) gemacht haben.

9) Bestimmen Sie die Scheitelpunkte folgender Parabeln.

a) f(r) =2x% -3z +2
b) f(z) = =522 — 10z + 12
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4.2 Quadratische Ungleichungen

Berechnen Sie die Losungsmenge und stellen Sie sie graphisch dar.
1) 22 > %

2 25

3) (z—3)° > 5

=]

4) (x+3)2 <36

ot

5) Mit einem Gitter von 8 m Lénge soll auf einer Wiese ein rechteckiger Laufstall fiir Meer-
schweinchen abgegrenzt werden. Wie sind die Langen der Rechtecksseiten zu wéhlen, wenn
der Flicheninhalt mindestens 3.5m? betragen soll?

6) 22 + 3z <0

7) 922 — 62 > 5

8) 922 — 6 +1>0

9) 922 — 62 +1 <0
10) 4922 — 422 +5 < 0

87



5.1 Potenz- und Wurzelrechnung

—_

Vereinfachen Sie die folgenden Terme.
7" g

gl x—(n—l)

x—n—l—l . y—n—l—l

o) ()
(_a)2n—1)—n—1
a3p)4p

(w o y)n+1)n+1

N —

S

~— ~— .

3z +y)%(3z — y)?
5003  _10c?
280357

S BER Tt A0 T
~— —

—
EN|
o
N

S
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5.2 Exponentialfunktionen

1) Fiir bestimmte Untersuchungen verwendet man in der Medizin ein radioaktives Jod-Isotop,
das schnell zerféllt. Von 1 mg sind nach 1 Stunde jeweils nur noch 0.75 mg im menschlichen
Korper vorhanden.

a) Nach wieviel Stunden sind von 1 mg zum ersten Mal weniger als 0.5 mg vorhanden?

b) Wie grof} ist der Zerfallsfaktor zur Zeitspanne 1 Stunde bzw. 2, 3 oder 5 Stunden?

2) Bei einem Blutalkoholgehalt ab 0.5 Promille werden Kraftfahrer mit einem Bufigeld oder
mit Fiithrerscheinentzug bestraft. Alkohol wird von der Leber so abgebaut, dass sein Gehalt
im Blut um etwa 0.2 Promillepunkte pro Stunde abnimmt.

a) Ein Zecher geht um 3 Uhr nachts mit einem Blutalkoholgehalt von 2.3 Promille schlafen.
Um wieviel Uhr ist der Blutalkoholgehalt kleiner als 0.5 Promille? Wann ist er Null?

b) Vergleichen Sie den Abbau des Alkohols im Blut mit dem Abbau des radioaktiven Jods

im menschlichen Koérper.

3) Durch Einleitung einer giftigen Chemikalie in einen Stausee ist das Wasser so verunreinigt
worden, dass ein Badeverbot erlassen werden muss. Im Stausee wurden 135 ppm der Chemi-
kalie gemessen. Die Verunreinigung nimmt langsam ab, und zwar um 10% pro Woche. Das
Badeverbot kann aufgehoben werden, wenn die Verunreinigung den von den Gesundheits-
behorden festgesetzten Grenzwert von 25 ppm unterschritten hat. Nach wie vielen Wochen
ist das moglich?

4) Sind folgende Uberlegungen richtig oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort. ”Wenn man

pro Jahr 4 % Zinsen bekommt, dann hat sich Kapital nach 25 Jahren verdoppelt, denn
25 - 4% = 100% und 100% + 100% = 200% = 2, und das heifit Verdoppelung.”
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5.3 Logarithmen

1) Berechnen Sie folgende Logarithmen.

a) logs (%)

b) log: (v2)

2) Fassen Sie so weit wie moglich zusammen (ohne Taschenrechner!)

a) 21oggs(4) + logas(5) — 4logas(2)
b) 2logg (%)—1-3 logg(2
_l’_

o) lom (3) + s (31) - 10%3(1—4>

3) Vereinfachen Sie die Terme so weit wie moglich
a) logz (2%) — logr (/)

b) logg (2u) — 2logs(u) + logs (u?) + logs (3)
c) logs (a*) — 2logs (a*)

d) log, (z*) +log, (z°) — log, ()

e) log, (4z) + log, (423) + log, (222)

4) Losen Sie die folgenden Gleichungen.
a) log,a(V/a) = o

b) log, (9) = 4
¢) logys(x) = _%

d) 10g81(117) = —%
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5.4 Exponentialgleichungen

1) Wassermelonen wachsen anfangs so schnell, dass sich ihre Masse téglich um 13% vermehrt.
Nach wie vielen Tagen hat eine urspriinglich 1.3 kg schwere Melone die Masse 4.6 kg?

2) Ein exponentielles Wachstum erfolgt téglich um 3% ( bzw. -4%).
Berechnen Sie die Verdoppelungs- bzw. die Halbwertszeit.

3) Berechnen Sie die Halbwertszeit von
a) Phosphor 32. Jeden Tag zerfallen 4.7% der vorhandenen Atome.
b) Plutonium 239. In 1000 Jahren zerfallen 2.8% der vorhandenen Atome.

4) Bei der Entladung eines Kondensators wird alle 5 Sekunden die Spannung gemessen.
Handelt es sich bei der Funktion ¢ — U um eine Exponentialfunktion?

t (Zeit i 5) 0] 5 10]15] 20
U (Spannung in V) | 10 | 6.8 | 4.6 | 3.1 | 2.1

Wenn ja, geben Sie die Funktionsgleichung an.

5) Die Empfindlichkeit von Filmen wird sowohl in amerikanischen ASA-Werten als auch in
deutschen DIN-Werten angegeben. Die Zuordnung ASA +— DIN kann niherungsweise durch
DIN =1+ k- 1g(ASA) beschrieben werden. Bestimmen Sie k. Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis
mit den iibrigen Werten der Tabelle.

DIN | 18| 21 | 24 | 27 31
ASA | 50 | 100 | 200 | 400 | 1000
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